
1 つぎの積分の値を計算せよ．

(1) D = {(x, y) | 0 ≤ x + 2y ≤ 2, 0 ≤ 2x − y ≤ 4} にたいし，

I1 =

∫∫
D

(x + 2y)e2x−y dxdy.

(2)

I2 =

∫ 4

0

∫ 2

√
y

3

1 + x3
dxdy．

解答例：(1)変数変換

{
u = x + 2y

v = 2x − y
⇐⇒

{
x = (u + 2v)/5

y = (2u − v)/5
により，D

と
E = {(u, v) | 0 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ v ≤ 4}

が対応する．変換 (u, v) 7→ (x, y) のヤコビ行列は
(

1/5 2/5
2/5 −1/5

)
なので，

その行列式（ヤコビアン）は −1/5 と計算できる．よって積分を変数
変換すると，

I1 =

∫∫
E

uev

∣∣∣∣−1

5

∣∣∣∣ dudv =
1

5

∫ 2

0
udu

∫ 4

0
evdv = · · ·（略）=

2

5
(e4 − 1)

//

(2) このままの積分順序では難しいので，積分順序の交換をする．

I2 =

∫ 2

0

(
3

1 + x3

∫ x2

0
dy

)
dx =

∫ 2

0

3

1 + x3

[
y

]x2

0
dx

=

∫ 2

0

3x2

1 + x3dx =
[

log(1 + x3)
]2

0
= 2 log 3//

1

2

(1) m を実数とするとき，積分

I(m) =

∫∫
D

1

(1 + x2 + y2)m
dxdy

を求めよ．ただし D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} とする．

(2) I(m) は m の連続関数であることを示せ．

解答例：(1) 極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θ とすると，

I(m) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

1

(1 + r2)m
r dr

=


2π

[
(1 + r2)−m+1

2(−m + 1)

]1

0
(m ̸= 1)

2π

[
log(1 + r2)

2

]1

0
(m = 1)

=


π

1 − m
(21−m − 1) (m ̸= 1)

π log 2 (m = 1)
.

(2) m = 1 のとき連続であることを示せば十分である．m ̸= 1 のとき，

I(m) =
π

1 − m
(e(1−m) log 2 − 1) =

π log 2

(1 − m) log 2
(e(1−m) log 2 − 1)

→ π log 2 = I(1) (m → 1).

よって m → 1 のとき I(m) → I(1) であり，m = 1 で連続．//
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3 a > 0 とするとき，円柱面 y2 + z2 = a2 のうち，円柱 x2 + y2 ≤ a2 の内部に
含まれる部分の面積を求めよ．

解答例：(1) z ≥ 0 の部分を考えて 2倍すればよい．その部分の面積は

J =

∫∫
x2+y2≤a2

√
1 + fx

2 + fy
2 dxdy.

ただし f = z =
√

a2 − y2. このとき，fx = 0，fy = −y/z．（z2 + y2 =

a2 =⇒ 2zzy + 2y = 0 なので．）よって

J =

∫∫
x2+y2≤a2

√
1 + 0 +

y2

z2 dxdy

=

∫∫
x2+y2≤a2

a

z
dxdy

=

∫ a

−a

(∫ √
a2−y2

−
√

a2−y2

a√
a2 − y2

dx

)
dy

= a

∫ a

−a

1√
a2 − y2

dy

[
x

]√a2−y2

−
√

a2−y2

= a

∫ a

−a

2 dy = 4a2.

よって z ≤ 0 の分（下半分）も合わせると，求める面積は 8a2
//

3

4 関数 z = x2y3 の関数 (x, y) = (1, 1) における 2次のテイラー展開を

[ h = x − 1 と k = y − 1 の 2次式] + [剰余項]

の形で求めよ．

解答例：(1) z = x2y3 より，

zx = 2xy3, zy = 3x2y2, zxx = 2y3, zxy = 6xy2, zyy = 6x2y,

zxxx = 0, zxxy = 6y2, zxyy = 12xy, zyyy = 6x2.

よってテイラー展開は次のようになる：各 (x, y) にたいしてある 0 <

θ < 1 が存在して，x̃ = 1 + θh, ỹ = 1 + θk とおくとき

z =1 + 2h + 3k +
1

2!
(2h2 + 2 · 6hk + 6k2)

+
1

3!
(fxxx(x̃, ỹ)h3 + 3fxxy(x̃, ỹ)h2k + 3fxyy(x̃, ỹ)hk2 + fyyy(x̃, ỹ)k3)

=1 + 2h + 3k + h2 + 6hk + 3k2 + 3ỹ2h2k + 6x̃ỹhk2 + x̃2k3
//

.

注意．2重下線部が剰余項であり，公式でしばしば(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)3

f(x̃, ỹ)

と略記される部分である．
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