
実解析第一/第二（2019年1Q/2Q） シラバス 00-1

　担当教員：川平 友規　研究室：本館 H210 東京工業大学 理学院（数学系）

この講義について
配布日 : 2019年 4月 9日 Version : 1.2

担当教員： 川平　友規（Kawahira, Tomoki；理学院数学系・数学コース）

担当TA： 中田 紘之介（Nakata, Kounosuke；理学院数学コース）

講義ウェブサイト：
http://www.math.titech.ac.jp/~kawahira/courses/19S-real.html

配布されたプリントの最新版・修正版が pdf形式でダウンロードできます．また，毎週の進捗状況
についてコメントしていきます．

講義の目的： 講義と演習を通して，ルベーグ積分の理論とその応用を習得する．

講義の構成： 本講義は数学系 3年生を対象とした演習付き講義科目です．形式的には第 1クォー
ターに開講される「実解析第一」と第 2クォーターに開講される「実解析第二」に分かれており，
成績も別々に評価します（それぞれ 2単位）が，内容的には「第一」と「第二」ふたつを合わせ
てひとつのまとまった講義・演習となるよう構成されています1．

講義計画（シラバスより改変）：
第 1 Q 実解析第一の講義部分
4月 9日 リーマン積分とルベーグ積分
4月 16日 ルベーグ測度
4月 23日 可測集合と可算加法族
5月 7日 可測関数 1

5月 14日 可測関数 2

5月 21日 ルベーグ積分 1

5月 28日 ルベーグ積分 2

6月 4日 講義予備日

第 2 Q 実解析第二の講義部分
6月 18日 収束定理
6月 25日 級数の項別積分・リーマン積分
7月 2日 直積測度 1

7月 9日 直積測度 2

7月 16日 フビニの定理 1

7月 23日 フビニの定理 2

7月 30日 ラドン・ニコディムの定理
8月 6日 講義予備日

教科書および参考書： 教科書代わりの講義プリントを毎回配布します．参考書として以下の本を
あげておきます．

• 相川弘明・小林政晴 著『ルベーグ積分　要点と演習』（共立出版）
• 吉田洋一 著『ルベグ積分入門』（ちくま学芸文庫）
• 谷口説男 著『ルベーグ積分の基礎・基本』（牧野書店）

成績評価の方法： 実解析第一・第二ともに，次のように成績を評価します：

• ほぼ毎週のレポート課題（宿題）を 50点満点，講義中の課題プリントの提出・演習での発
表を 50点満点で評価する．

• 1クォーター（6～8回）中，レポートを 3回以上出さなかった場合，もしくは演習を 3回以
上欠席した場合はそれぞれ単位取得を辞退したものとみなす．

（次ページにつづく）
1ただし，平成 26年度以前に入学した学生はこれらの 2科目を旧カリキュラムの「実解析第一」および「解析学演

習Ｃ第一」として受講してください．要相談．
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　担当教員：川平 友規　研究室：本館 H210 東京工業大学 理学院（数学系）

レポートの締め切りと提出様式： レポート問題と提出締め切りは毎週配布するプリントで指定し
ます2．講義開始前に教壇前の机か川平のメールボックスに提出してください．

　レポートは必ずA4 ルーズリーフもしくはA4 レポート用
紙を使用し，右図のような表紙をつけてください．また，必
ず左上をホチキス等でとめてください．
　受講者同士で協力し合って解答してもかまいませんし，そ
れによる減点はありません．ただし，かならず協力者の名前
も明記するようにしてください．（協力者名がなく，ただの書
き写しとみなされるレポートは減点します．）
　レポートは採点して返却します．返却が済むまで，成績へ
の加点の対象とはしないので注意してください．（返却された
レポートは，成績が確定するまで手元に保管しておくことを
おすすめします．）

123456789 東工 大介

レポート問題
1-1, 1-2, 1-3
     
提出日：4/17

・必ず A4サイズ, 表紙をつける．
・番号・名前は上の方に大きく書く．
・左上をホチキスで留める．
・解いた問題の番号，提出日を書く．
・裏面はなるべく使わない．

実解析第一・第二

質問受付： 講義終了後，その場で質問を受け付けます．それ以外の時間に質問したい場合はメー
ル等でご相談ください．（もちろん，授業中の質問は大歓迎です．）院生のみなさんによる数学相談
室（月・火・木・金の 16：45～18：45，本館 1階 H113/114講義室）もぜひ活用しましょう．

よく使う記号など：数の集合
(1) C: 複素数全体 (2) R: 実数全体 (3) Q: 有理数全体
(4) Z: 整数全体 (5) N: 自然数全体 (6) ∅: 空集合

ギリシャ文字
(1) α: アルファ (2) β: ベータ (3) γ,Γ: ガンマ (4) δ,∆: デルタ (5) ϵ: イプシロン
(6) ζ: ゼータ (7) η: エータ (8) θ,Θ: シータ (9) ι: イオタ (10) κ: カッパ
(11) λ,Λ: ラムダ (12) µ: ミュー (13) ν: ニュー (14) ξ,Ξ: クシー (15) o: オミクロン
(16) π,Π: パイ (17) ρ: ロー (18) σ,Σ: シグマ (19) τ : タウ (20) υ,Υ: ウプシロン
(21) ϕ,Φ: ファイ (22) χ: カイ (23) ψ,Ψ: プサイ (24) ω,Ω: オメガ

その他

(1) ≤ と ≦，≥ と ≧，はそれぞれ同じ意味．

(2) A := B と書いたら A を B で定義する，という意味．たとえば e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

(3) （文章 1）:⇐⇒ (文章 2) と書いたら，（文章 1）の意味は（文章 2）であることと定義する，
という意味．たとえば「数列 {an} が上に有界 :⇐⇒ ある実数 M が存在して，すべての自
然数 n に対し an ≤M．」

※この講義プリントは小森靖さん・坂内健一さん作成のスタイルファイルを使用しています．
2プリントは講義 web page上にもアップロードされますが，講義日から 1–2日遅れることもあります．
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　担当教員：川平 友規　研究室：本館 H210 東京工業大学 理学院（数学系）

リーマン積分 vs. ルベーグ積分
配布日 : 2019年 4月 9日 Version : 1.2

●●● 今回（4/9）の講義ノート ●●●

積分とは？

積分とはなにか，ちょっと大風呂敷を広げて考えてみる．
例えば，X を R2 の部分集合とし，関数 f : R2 → R を考える．このとき，「f の X 上での積分

（重積分）」とは

(X, f)
積分7−→

∫
X
f(x, y) dxdy

のような写像だと解釈できる．すなわち，積分とは「集合と関数のペアから，1つの実数を定める
手続き」だと考えられる 1．ただし，たとえば集合 X が空でないコンパクト集合，f が連続関数，
といった具合に，「集合と関数のペア」を適切に選ばないと積分の値は定まらない．
ここでは，1次元リーマン積分の定義を復習しながら，「区間上の定積分」という「手続き」が処

理できない（もしくは，処理がむずかしい）関数たちについて理解を深めよう．

区間上のリーマン積分

以下，aと bを a < bを満たす実数とし，閉区間 [a, b]上の（連続とは限らない）関数 f : [a, b] → R
を考える．区間 [a, b] から

a = x0 < x1 < · · · < xN−1 < xN = b

を満たす有限個（ここでは N + 1 個）の点を集めた集合

∆ = {x0, x1, . . . , xN−1, xN}

を区間 [a, b] の分割 (partition) という．
分割 ∆ が与えられたとき，各 k = 1, . . . , N に対し xk−1 ≤ x∗k ≤ xk を満たす x∗k を選んで得ら

れる N 点からなる集合
∆∗ = {x∗1, x∗2, . . . , x∗N}

を分割 ∆ の代表点集合 (set of representatives) という．
関数 f : [a, b] → R に対し，区間 [a, b] の分割 ∆ とその代表点集合 ∆∗ が定める量

Σ(f,∆,∆∗) :=
N∑
k=1

f(x∗k) (xk − xk−1)

を関数 f のリーマン和（Riemann sum）とよぶ．

定積分． 区間 [a, b] とその分割 ∆ = {xk}Nk=0 に対し，分割された区間の最大幅を

|∆| := max {xk − xk−1 | 1 ≤ k ≤ N}

と表すことにする．

1集合 X を固定すると，X 上の積分は「X で関数を測定する仕組み」とみなされる．逆に関数 f を固定すると，f
の積分は「f で集合を測定する仕組み」とみなされる．たとえば，f ≡ 1 （定数関数）とすれば，積分は X の面積を
与える．
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定義（リーマン可積分性，定積分）．関数 f : [a, b] → R がリーマン可積分 (Riemann

integrable)であるとは，以下を満たす実数 A が存在することをいう：「任意の正の数 ϵ

に対し，ある正の数 δ が存在し，すべての |∆| < δを満たす分割 ∆ とその代表点集合
∆∗に対し，

|Σ(f,∆,∆∗)−A| < ϵ

が成り立つ．」このとき，
lim

|∆|→0
Σ(f,∆,∆∗) = A

と表す．また，実数 A を関数 f の [a, b] におけるリーマン積分 (Riemann integral)もし
くは定積分 (definite integral)とよび，

A =

∫ b

a
f(x) dx

と表す．

積分可能であるということは，記号で表すと

(∃A ∈ R)(∀ ϵ > 0)(∃ δ > 0)(∀∆ : [a, b]の分割)(∀∆∗ : ∆の代表点集合)

|∆| < δ =⇒ |Σ(f,∆,∆∗)−A| < ϵ.

となる．すなわち，分割 ∆ の最大幅 |∆| が十分に小さければ，代表点集合 ∆∗ の取り方に依存せ
ずに，リーマン和は ϵ 未満の誤差で A の値を近似するのである．

注意．関数が「積分可能かどうか」をこの定義どおりに判定するには，定積分 A の値をあらかじ
め知っていなくてはならない．それでは都合が悪いので，A の値を用いずに積分可能性を判定す
る方法が必要である 2．

リーマン可積分性の判定方法

以下，関数 f : [a, b] → R は有界な関数であると仮定する．すなわち，ある実数 m < M が存
在して，f : [a, b] → [m,M ] と表されるものとする．
区間 [a, b] の分割 ∆ = {xk}Nk=0 が与えられているとき，各 k = 1, · · · , N に対し

Mk := sup {f(x) | xk−1 ≤ x ≤ xk}
mk := inf {f(x) | xk−1 ≤ x ≤ xk}

とおくことにする．仮定より m ≤ mk ≤Mk ≤M が成り立つことに注意しよう．さらに，

S(f,∆) :=

N∑
k=1

Mk (xk − xk−1)

s(f,∆) :=

N∑
k=1

mk (xk − xk−1)

とおけば， ∆ の任意の代表点集合 ∆∗ に対し

m(b− a) ≤ s(f,∆) ≤ Σ(f,∆,∆∗) ≤ S(f,∆) ≤M(b− a)
2ちょうど，数列の収束性をコーシー列の収束性に置き換える必要が生じた事情と同じである．
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が成り立つ．とくに s(f,∆), S(f,∆) の取りうる値の範囲は有界であるから，ワイエルシュトラ
スの定理より

S(f) := inf {S(f,∆) | ∆は [a, b]の分割}
s(f) := sup {s(f,∆) | ∆は [a, b]の分割}

が存在する．このとき，以下が成り立つ：

ダルブー (Darboux)の定理 有界な関数 f : [a, b] → R に対し，

lim
|∆|→0

S(f,∆) = S(f), lim
|∆|→0

s(f,∆) = s(f)

が成り立つ．すなわち，任意の正の数 ϵ > 0 に対しある δ > 0 が存在し |∆| < δ であれ
ば |S(f,∆)− S(f)| < ϵ かつ |s(f,∆)− s(f)| < ϵ とできる．

定理 1.0（積分可能性の判定，あるいは別定義） 有界な関数 f : [a, b] → R が積分可能
であることの必要十分条件は S(f) = s(f) が成り立つことである．

リーマン可積分であることの十分条件として，次のものがある：

命題 1.1 有界な関数 f : [a, b] → R が高々有限個の点を除いて連続であれば，リーマン
可積分である．

注意 ルベーグ（Lebesgue）は有界な関数がリーマン可積分となる必要十分条件は不連続点からな
る集合が “長さ 0” の集合（零集合）であることを示した．

極限とリーマン積分

以下，f, fn (n = 1, 2, · · · ) を区間 [a, b] 上の関数の列とする．

定理 1.2 連続関数の列 fn (n = 1, 2, · · · ) が関数 f に一様収束するとき，∫ b

a
fn(x) dx→

∫ b

a
f(x) dx (n→ ∞). (1.1)

注意．

• 閉区間上の連続関数は有界である．また，命題 1.1より，連続関数はリーマン可積分である．
さらに，連続な関数列の一様収束極限は連続であるから，リーマン可積分である．以上の考
察を経て，fn と f の積分値は意味をもち，それが式 (1.1)のような収束の関係にある，と
いうのが定理の詳細な主張である．

• リーマン積分の意味（「グラフと軸の間の符号つき面積」）と一様収束の意味（「グラフの収
束」）を考えれば，定理 1.2は関数の収束性が積分値の収束性を保証する「もっとも安全な」
条件を提示しているように見える．
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一方，fn が f に各点収束する場合は，式 (1.1)のような積分の収束性が保証されない．じつは
収束性はおろか，可積分性さえも極限では失われることがある．そのような典型例を見ておこう．

例（ディリクレ関数，リーマン可積分性の損失）． 有理数全体の集合 Q は可算集合であった．そ
こで，これを区間 [0, 1] に制限し，

Q ∩ [0, 1] = {r1, r2, · · ·}

と表現してみる．さらに，関数列 fn : [0, 1] → R (n = 1, 2, · · · ) を

fn(x) :=

{
1 (x = r1, · · · , rn)
0 (それ以外)

と定め，関数 f : [0, 1] → R を

f(x) :=

{
1 (x ∈ Q ∩ [0, 1])

0 (それ以外)

と定める．このとき，fn は f に各点収束する．また，各 fn は命題 1.1よりリーマン可積分であ
る．一方 f については，任意の分割 ∆ に対してQ の稠密性より S(f,∆) = 1 > 0 = s(f,∆) とな
ることがわかる．したがって S(f) = 1 > 0 = s(f) であり，そもそもリーマン可積分ですらない．

注意． 関数 f はディリクレ関数とよばれており，

f(x) = lim
m→∞

(
lim
n→∞

{cos(m!π x)}2n
)

と表される．

例（極限の交換）． 次の積分を計算してみよう 3．

I =

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx.

まず，x > 0 を固定するとき

1

ex − 1
=

e−x

1− e−x
= e−x

(
1 + e−x + e−2x + · · ·

)
=

∞∑
n=1

e−nx.

よって I を

I =

∫ ∞

0
x3

∞∑
n=1

e−nx dx “ = ”

∞∑
n=1

∫ ∞

0
x3e−nx dx

と変形する．途中の “ = ” は正当化が必要だが，一旦認めて計算を進める．t = nx と変数変換す
れば

=

∞∑
n=1

∫ ∞

0

(
t

n

)3

e−t dt

n
=

∫ ∞

0
t3e−t dt

∞∑
n=1

1

n4
= Γ(4)

∞∑
n=1

1

n4
= 6 ζ(4).

“ = ” の部分は

lim
M→∞

∫ M

0

(
lim

N→∞

N∑
n=1

x3e−nx

)
dx = lim

N→∞

N∑
n=1

(
lim

M→∞

∫ M

0
x3e−nx dx

)
という「極限の順序交換」を正当化する必要があるので，かなりデリケートな問題である．
これから学ぶ「ルベーグ積分」を用いると，上のふたつの例に見られるような関数や積分の極

限操作にまつわる問題をうまく扱うことができるようになる．
3神保道夫先生によるルベーグ積分の講義ノートから．
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ルベーグ積分のアイディア

リーマン積分はまず x軸（変域）の分割を与えてからグラフの面積を近似していく．ルベーグ
積分は y 軸（値域）の分割に与えてからグラフの面積を近似していく．大雑把にいうと，関数
f : [a, b] → R が f(x) ∈ [m,M ] (m < M) を満たすとき，分割m = y0 < y1 < · · · < yN = M と
なるような分割を考え，各 k = 1, · · · , N に対し集合

Ak := {x ∈ [a, b] | f(x) ∈ [yk−1, yk)}

と定義する．その集合としての “長さ” を µ(Ak) と表す．N が十分に大きく分割の幅が小さいと
き，リーマン和ならぬ「ルベーグ和」

N∑
k=1

yk · µ(Ak)

は積分の近似値を与えるであろう．これがルベーグ積分を定義する大まかな「手続き」である．し
かし，一般に集合 Ak の形は極めて複雑なので，µ(Ak) を定義（決定）する部分が「手続き」の
中でもっとも難しい．次回はそのような µ(Ak)が満たすべき性質をさぐり，実際にそのようなも
のを構成する．

図 1.1: ルベーグ積分では同じ高さ（色）の短冊をまとめて足しあげる．
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演習問題（第 1回）

以下，a と b は a < b を満たす実数とする．

問題 1-1. リーマン可積分性の定義に基づいて，連続関数 f : [a, b] → R，f(x) = C（定数）はリー
マン可積分であることを示せ．

問題 1-2. 関数 f : [a, b] → R がリーマン可積分であるとき，任意の閉区間 [a′, b′] ⊂ [a, b] に対し
て関数 f : [a′, b′] → R はリーマン可積分であることを示せ．

問題 1-3. (命題 1.1の証明) 有界な関数 f : [a, b] → R が高々有限個の点を除いて連続であると
き，f はリーマン可積分であることを示せ．ただし，閉区間上の連続関数がリーマン可積分であ
ることは用いてよい．

問題 1-4. (各点収束における連続性の損失) 連続関数列 fn : [a, b] → R（ n = 1, 2, · · ·）が関数
f : [a, b] → R に各点収束するとき，f は連続とは限らないことを示せ．

問題 1-5. (一様収束における連続性の保存) 連続関数列 fn : [a, b] → R（ n = 1, 2, · · ·）が関数
f : [a, b] → R に一様収束するとき，f も連続であることを示せ．

問題 1-6. (可積分性と積分値の収束性) 連続関数列 fn : [a, b] → R（ n = 1, 2, · · ·）が関数
f : [a, b] → R に一様収束するとき，f はリーマン可積分であり，∫ b

a
fn(x) dx→

∫ b

a
f(x) dx (n→ ∞)

が成り立つことを示せ．

注意．同様の結果は下線部を単に「リーマン可積分な関数列」に変えても正しい（レポート問
題）．

以下，リーマン可積分な関数列 fn : [a, b] → R（ n = 1, 2, · · ·）はリーマン可積分な関数
f : [a, b] → R に各点収束するが，一様収束はしないものとする．

問題 1-7.

∫ b

a
fn(x) dx→

∫ b

a
f(x) dx (n→ ∞) が成り立つ例を構成せよ．

問題 1-8.

∫ b

a
fn(x) dx ̸→

∫ b

a
f(x) dx (n→ ∞) が成り立つ例を構成せよ．
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ルベーグ外測度と可測集合
配布日 : 2018年 4月 16日 Version : 1.2

レポート問題

締め切りは 4月 16日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題 2-1． 連続とは限らないリーマン可積分な関数の列 fn : [a, b] → R（ n = 1, 2, · · ·）
が関数 f : [a, b] → R に一様収束するとき，f はリーマン可積分であり，∫ b

a
fn(x) dx→

∫ b

a
f(x) dx (n→ ∞)

が成り立つことを示せ．

レポート問題 2-2(次回の予習)．次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の項目について，定
義や条件を適宜補いつつ，合計 2ページから３ページでまとめよ．（次回はこれらに関連した課題
に取り組みます．）

(1) R の「ルベーグ外測度」，「ルベーグ可測集合」，「ルベーグ測度」の定義を書け．

(2) 整数全体の集合 Z のルベーグ外測度は 0であることを示せ．

(3) R2 の「ルベーグ外測度」，「ルベーグ可測集合」，「ルベーグ測度」の定義を与えよ．

ボーナス問題（+1 point，締め切りなし）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・
分かりづらい点があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（4/16）の講義ノート ●●●

ルベーグ測度に期待される性質

ルベーグ積分を定義するには，与えられた集合 A ⊂ R に対しその大きさ（「長さ」） µ(A) を与
える写像 µ が必要である（前回のプリント参照）．そのような写像に対し，つぎのような性質を
期待するのは自然であろう：

(M1) 任意の A ∈ 2R に対し，µ(A) ∈ [0,∞]．

(M2) 任意の閉区間 [a, b] (a ≤ b) に対し，µ([a, b]) = b− a．

(M3) 互いに共通部分をもたない集合の列A1, A2, · · · ∈ 2R に対し，

µ

∪
n≥1

An

 =
∑
n≥1

µ(An).

(M4) 任意の x ∈ R，A ∈ 2R に対し

A+ x := {a+ x ∈ R | a ∈ A}

とおくとき，µ(A+ x) = µ(A)．
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しかし，条件 (M1)～(M4) のすべてを満たす写像 µ : 2R → [0,∞] は存在しない．妥協案として，
私たちは条件 (M1) を捨て，

• ある適当な集合の族M ⊂ 2R を選び，

• (M2)～(M4) （の 2R をM に変えたもの）を満たす写像 µ : M → [0,∞] を構成する．

M の元はこのあと「可測集合」としてよばれるものであり，写像 µ は「ルベーグ測度」とよばれ
るものである．
前回紹介した「ルベーグ和」の考え方からいうと，このようにM ⊂ 2R に制限することで積分

を考えることができる関数にも制限がかかることが想像される1．それでも，「リーマン積分を適切
に拡張し，極限操作を容易にする」という目的が達成されればOKなのだ．

ルベーグ外測度の構成

以下，a ≤ b を満たす実数 a, b ∈ R に対し，区間

I = [a, b) := {x ∈ R | a ≤ x < b}

の「長さ」を |I| = b− a と定める．ただし，a = b のときには I = ∅ であり，|I| = 0 となる．

定義（ルベーグ外測度）

• R の部分集合からなる列 {In}n≥1 が集合 A ∈ 2R を被覆する (cover)とは，A ⊂∪
n≥1

In を満たすことをいう．

• R の任意の部分集合 A（すなわち A ∈ 2R）に対し，（1次元）ルベーグ外測度を

µ∗(A) := inf

∞∑
n=1

|In|

と定める．ただし，inf は以下の性質をみたす区間の列 {In}n≥1 すべてをわたるも
のとする：

– {In}n≥1 は A を被覆する
– 各 In (n = 1, 2, · · · ) は [an, bn)（ただし an ≤ bn）の形の区間．

例． たとえば A = R のとき，In := [−n, n) (n ∈ N) とすれば {In}n≥1 は R を被覆する．

例． 区間列 {In}n≥1 が集合 A ⊂ R を被覆するとき，{In}n≥1 は A の任意の部分集合 B も被覆
する．とくに, R を被覆する区間列が存在することから，R の任意の部分集合に対しルベーグ外測
度は必ず負でない実数または無限大となる．すなわち，ルベーグ外測度は写像 µ∗ : 2R → [0,∞]

を定める．

例． A = ∅ のとき，任意の区間列 {In}n≥1 は ∅ を被覆する．とくに In := ∅ (n ∈ N) とおけば，

µ∗(∅) ≤
∑
n≥1

|In| = 0.

1実際，A ∈ 2R −M をとると，A 上で 1，それ以外で 0 となる関数の「ルベーグ和」は定義できない．
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すなわち µ∗(∅) = 0．

例． 任意の a ∈ R に対し，µ∗({a}) = 0 である．実際，ϵ > 0 に対し I1 = [a − ϵ, a + ϵ)，
In := ∅ (n = 2, 3, · · · ) とおけば，区間列 {In}n≥1 は {a} を被覆するので

µ∗({a}) ≤
∑
n≥1

|In| = |I1| = 2ϵ.

とくに，ϵ は任意なので µ∗({a}) = 0．

例． 任意の A ∈ 2R と実数 x に対し，µ∗(A) = µ∗(A+ x)．（演習問題）

例． 任意の可算集合 A に対し，µ∗(A) = 0．（演習問題）

例． a ≤ b のとき，区間 [a, b]，[a, b)，(a, b]，(a, b) の外測度はすべて b− a となる．（命題 2.2）

命題 2.1 (1) A ⊂ B ⊂ R のとき，µ∗(A) ≤ µ∗(B)．

(2) 可算劣加法性：Rの部分集合からなる列（共通部分はあってもよい）A1, A2, · · · ∈ 2R

に対し，

µ∗

∪
i≥1

Ai

 ≤
∑
i≥1

µ∗(Ai).

証明． (1) 区間の列 {In} が B を被覆するとき，A も被覆する．言い換えると，B を被覆する区間列
全体からなる集合は，A を被覆する区間列全体からなる集合の部分集合である．よって外測度の定義から
µ∗(A) ≤ µ∗(B)．
(2) ある j が存在し µ∗(Aj) = ∞ であるとき：右辺の値は明らかに ∞．また，Aj ⊂

∪
i≥1Ai と (1)より

∞ = µ∗(Aj) ≤ µ∗

∪
i≥1

Ai


であるから，左辺も ∞．
すべての i ≥ 1 に対し µ∗(Ai) <∞ であるとき：ϵ > 0 を任意に選び固定する．µ∗ の定義から各 i に対

し，ある Ai を被覆する区間列 In(i) (n = 1, 2, · · · ) で
∞∑

n=1

|In(i)| ≤ µ∗(Ai) +
ϵ

2i

を満たすものが存在する．とくに ∪
i≥1

Ai ⊂
∪
i≥1

(∪
In(i)

)
であるから，{In(i)}n,i∈N（これは可算個の区間からなる）を適当に並べ直して区間列 Ik (k = 1, 2, · · · ) を
作れば，これは集合

∪
i≥1Ai を被覆するので，

µ∗

∪
i≥1

Ai

 ≤
∞∑
k=1

|Ik|
∗
=
∑
i≥1

∑
n≥1

|In(i)| ≤
∑
i≥1

(
µ∗(Ai) +

ϵ

2i

)
= [右辺] + ϵ.

ϵ は任意に小さくとれるので，求める不等式が得られた． ■

注意． 上の ∗
= のところで，正項級数は足し合わせる項の順序を替えても収束性や極限の値が変わらない，

という性質を用いた．

区間の外測度． 基本的な事実として，以下を示そう：
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命題 2.2 a ≤ b <∞ のとき，区間 [a, b]，[a, b)，(a, b]，(a, b) の外測度はすべて b− a と
なる．

証明．区間 [a, b]，[a, b)，(a, b]，(a, b) のいずれかを I と表す．a = b のとき I は 1点または空集合なので
µ∗(I) = 0 = b− a．
a < b と仮定する．いま，µ∗([a, b]) = b− a が証明されたと仮定すると，任意の十分小さな ϵ > 0 に対し

[a+ ϵ, b− ϵ] ⊂ I ⊂ [a− ϵ, b+ ϵ] が成り立つので，命題 2.1より

(b− ϵ)− (a+ ϵ) ≤ µ∗(I) ≤ (b+ ϵ)− (a− ϵ).

ϵ は任意なので，µ∗(I) = b− a である．よって I = [a, b]（閉区間）として µ∗(I) = b− a を示そう．
ϵ > 0 を任意に固定し，I1 = [a, b+ ϵ)，I2 = ∅ (n ≥ 2) とすれば µ∗(I) ≤ |I1|+ 0 + 0 + · · · = b− a+ ϵ．

ϵ は任意なので µ∗(I) ≤ b− a を得る．
つぎに，µ∗(I) ≥ b−a を示そう．再び，任意に ϵ をとり固定する．また，区間列 In = [an, bn) (an ≤ bn)

が I を被覆したと仮定する．このとき，Jn = (a′n, bn) := (an − ϵ/2n, bn) とおくと，In ⊂ Jn かつ {Jn} は
I を被覆する．I はコンパクトなので，ハイネ・ボレルの定理よりある N ∈ N が存在して I ⊂ J1 ∪ · · · ∪JN
（有限開被覆）を満たす．
いま，必要なら J1, · · · , JN の添字を入れ替えて，ある 1 ≤ k ≤ N に対し a ∈ J1 = (a′1, b1)，b1 ∈ J2 =

(a′2, b2)，b2 ∈ J3 = (a′3, b3), · · · , b ∈ Jk = (a′k, bk) となるようにできる（I ⊂ J1 とできるときは k = 1 と
する）．k ≥ 2 のとき a′2 < b1, a

′
3 < b2，· · · , a′k < bk−1 であることに注意すると，∑

n≥1

|In| =
∑
n≥1

(bn − an) =
∑
n≥1

(bn − (a′n + ϵ/2n)) = −ϵ+
∑
n≥1

(bn − a′n)

≥ −ϵ+
k∑

n=1

(bn − a′n)

= −ϵ+ (bk − a′k) + (bk−1 − a′k−1) + · · ·+ (b1 − a′1)

= −ϵ+ bk + (bk−1 − a′k) + · · ·+ (b1 − a′2)− a′1

> −ϵ+ bk − a′1.

a′1 < a < b < bk より bk − a′1 > b− a であり，∑
n≥1

|In| > −ϵ+ (b− a).

ϵ は任意なので，
∑

n≥1 |In| ≥ b− a を得る．よって µ∗(I) ≥ b− a． ■

可測集合とルベーグ測度

命題 2.1(2)より，任意の A1, A2 ∈ 2R に対し

µ∗(A1 ∪A2) ≤ µ∗(A1) + µ∗(A2) (2.1)

が成り立つ．そこで，次の問題を考える：

問題． A1 ∩A2 = ∅ のとき，

µ∗(A1 ∪A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2)

が成り立つか？

この問題への答えは NO! である．すなわち，ある A1, A2 ∈ 2R で，A1 ∩A2 = ∅ だが，

µ∗(A1 ∪A2) < µ∗(A1) + µ∗(A2)

となるものが存在するのである．
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可測集合 いま，任意に A,B ∈ 2R が与えらえたとき，A1 := B ∩A，A2 := B −A とおけば，式
(2.1)より

µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩A) + µ∗(B −A) (2.2)

が成立する．
これを念頭に，集合の可測性をつぎのように定義する2．

定義（可測集合） 集合 A ∈ 2R が可測 (measurable)であるとは，任意の B ∈ 2R に対し

µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B −A) (2.3)

が成り立つことをいう．可測集合全体からなる集合をM と表す．

式 (2.3)は集合 A が任意の集合 B を外測度に関してきれいに分割できることを示唆している．ま
た，たとえばA1 = B ∩A，A2 = B −A とおくと，A1 ∩A2 = ∅ かつ

µ∗(A1 ∪A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2)

が成り立つので，先の「問題」に対して前進した感じがする．さらに A2 に対し別の可測集合 A′

をもってきてA′
1 := A1，A′

2 := A2 ∩A′，A′
3 := A2 −A′ とおけば，A′

1，A′
2，A′

3 は互いに共通部
分をもたず．

µ∗(A′
1 ∪A′

2 ∪A′
3) = µ∗(A′

1) + µ∗(A′
2) + µ∗(A′

3)

が成り立つ．同様につづけていけば，最初に掲げた条件 (M3) を実現しそうな集合たちがつぎつ
ぎに生成できそうに思えてくる．
可測集合の例をあげよう．

命題 2.3 µ∗(A) = 0 を満たす集合 A は可測である．すなわち，A ∈ M．

証明． 任意の B ∈ 2R に対して B ∩ A ⊂ A より，µ∗(B ∩ A) ≤ µ∗(A) = 0．また，B − A ⊂ B より，
µ∗(B −A) ≤ µ∗(B)．よって

µ∗(B ∩A) + µ∗(B −A) ≤ µ∗(B).

式 (2.2)と合わせて 式 (2.3)が確認できた． ■

例． 任意の A ∈ M と x ∈ R に対し，A+ x ∈ M．（演習問題）

定義（ルベーグ測度） ルベーグ外測度 µ∗ : 2R → [0,∞] をM ⊂ 2R に制限した写像

µ := µ∗|M : M → [0,∞]

を（1次元）ルベーグ測度 (Lebesgue measure)とよぶ．

2カラテオドリによる．
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第 2回（4/16）の演習問題

記号 µ∗を 1次元ルベーグ外測度とする．また，ai ≤ bi (i = 1, 2, · · · ) とする．

問題 2-1. 外測度の定義に基づいて µ∗(R) = ∞ を示せ．

問題 2-2. A ⊂ R と x ∈ R に対し，A+ x := {x+ a ∈ R | a ∈ A} と定める．このとき，µ∗(A) =
µ∗(A+ x) を示せ．

問題 2-3. A が可測であれば，A+ x も可測である，と言えるか？証明もしくは反証せよ．

問題 2-4. A ⊂ R が µ∗(A) = 0 を満たすとき，任意の B ⊂ R に対し µ∗(B) = µ∗(B ∪A) を示せ．

問題 2-5. An ⊂ R (n = 1, 2, · · · ) が µ∗(An) = 0 を満たすとき，任意の B ⊂ R に対し µ∗(B) =

µ∗(B ∪A1 ∪A2 ∪ · · · ) を示せ．

問題 2-6. 1次元ルベーグ外測度の定義を真似て．R2 上の 2次元ルベーグ外測度 µ∗2 を定義せよ．

問題 2-7. µ∗2(∅) = 0 を示せ．また，A ⊂ B ⊂ R2 であれば µ∗2(A) ≤ µ∗2(B) を示せ．

問題 2-8. A =
{
(x, 0) ∈ R2 | x ∈ R

}
は µ∗2(A) = 0 を満たすことを示せ．

問題 2-9. 2次元ルベーグ外測度は可算劣加法性を持つことを示せ．

問題 2-10. A ⊂ R2 と −→
x ∈ R2 に対し，A +

−→
x :=

{−→
x +

−→
a ∈ R2 |

−→
a ∈ A

}
と定める．このと

き，µ∗2(A) = µ∗2(A+
−→
x ) を示せ．

問題 2-11. Prove or disprove: If A is measurable, then so is A+
−→
x .

問題 2-12. n 次元ルベーグ外測度を定義せよ．
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可測集合とσ-加法族
配布日 : 2019年 4月 16日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 4月 23日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題 3-1． A1, · · · , An ∈ M が互いに共通部分をもたないとき，任意の B ∈ 2R に対し
次が成り立つことを示せ．

µ∗
(
B ∩

n∪
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ∗(B ∩Ai)

(Hint: n に関する帰納法を用いる．試しに n = 2 に対し証明してみよ．）

レポート問題 3-2． A が R の有界集合であれば µ∗(A) <∞ となることをルベーグ外測度の定義
から直接証明せよ．

レポート問題 3-3(次回の予習)．次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の項目について，定
義や条件を適宜補いつつ，合計 2ページから３ページでまとめよ．（次回はこれらに関連した課題
に取り組みます．）

(1) ルベーグ外測度の，可測集合に対する「有限加法性」，「可算加法性」とはなにか説明せよ．

(2) R の部分集合からなる族（すなわち，2R の部分集合）Aで，可算加法性を持つものをひと
つあげよ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（4/23）の講義ノート（可測集合と σ-加法族） ●●●

可測集合の性質

µ∗ : 2R → [0,∞] をルベーグ外測度とする．また，M ⊂ 2R を可測集合全体からなる集合とす
る．すなわち，

A ∈ M :⇐⇒ (∀B ∈ 2R) µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac).

注意． 外測度の劣可算加法性（命題 2.1 (2)）より，任意の A ∈ 2R に対し µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩A) +
µ∗(B ∩ Ac) が成り立つ（前回の式 (2.2)）．よって，集合 A の可測性を確認するには，µ∗(B) ≥
µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac) を示せば十分である．下の命題 3.3 の証明ではそのような方針をとる．

例． ∅, R ∈ M．すなわち ∅ と R は可測集合である．実際，A = ∅ または A = R のとき，任意
の B ⊂ R に対し

µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac) = µ∗(B ∩ ∅) + µ∗(B ∩ R) = µ∗(∅) + µ∗(B) = µ∗(B).

命題 3.1 M は次の性質をもつ：

(1) A ∈ M =⇒ Ac ∈ M．

(2) A1, A2 ∈ M =⇒ A1 ∪A2 ∈ M．
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証明． (1) 任意の B ⊂ R に対し，

µ(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac) = µ∗(B ∩ (Ac)c) + µ∗(B ∩Ac).

よって Ac も可測．
(2) 任意の B ⊂ R をとり，次のように

B = C1 ⊔ C2 ⊔ C3 ：互いに素な集合による和集合

と分割する：まず B を A1 を用いて B = (B ∩ A1) ⊔ (B ∩ Ac
1) と分割し，C1 := B ∩ A1 とおく．つぎ

に B ∩ Ac
1 を A2 を用いて B ∩ Ac

1 = ((B ∩ Ac
1) ∩ A2) ⊔ ((B ∩ Ac

1) ∩ Ac
2) と分割し，C2 := (B ∩ Ac

1) ∩ A2

C3 := (B ∩Ac
1) ∩Ac

2 とおく．このとき，A1, A2 ∈ M より

µ∗(B) =µ∗(C1 ⊔ C2 ⊔ C3)

(1)
= µ∗(C1) + µ∗(C2 ⊔ C3)

(2)
= µ∗(C1) + µ∗(C2) + µ∗(C3)

(3)
= µ∗(C1 ⊔ C2) + µ∗(C3)

= µ∗(B ∩ (A1 ∪A2)
)
+ µ∗(B ∩ (A1 ∪A2)

c
)

ただし，(1) では集合 B を可測集合 A1 で分割し，(2) では集合 C2 ⊔C3 を可測集合 A2 で分割し，(3) で
は集合 C1 ⊔ C2 を可測集合 A1 で分割する操作の逆を行った． ■

例． A1, · · · , An ∈ M =⇒ A1 ∪ · · · ∪An ∈ M. たとえば，A1 ∪A2 ∪A3 = (A1 ∪A2)∪A3 のよ
うに有限個の ∪ を用いて表現すれば，命題 3.1(2)より (A1 ∪A2) ∪A3 ∈ M．

例． A1, A2 ∈ M =⇒ A1 ∩A2 ∈ M かつA1 −A2 ∈ M.

実際，A1 ∩A2 = (Ac
1 ∪Ac

2)
c，A1 −A2 = A1 ∩Ac

2 と表されるから，命題 3.1が（繰り返し）適用
できる．

有限加法性と可算加法性

命題 3.2 (有限加法性) A1, · · · , An ∈ M は互いに素であると仮定する．このとき，任意
の B ∈ 2R に対し

µ∗
(
B ∩

n∪
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ∗(B ∩Ai).

とくに B = R のとき，

µ∗
( n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ∗(Ai).

証明． レポート問題とした． ■

命題 3.3 (可算無限和集合) 可算個の可測集合の和集合は可測である．すなわち，可測集
合からなる列 A1, A2, · · · ∈ M に対し，A =

∪∞
i=1Ai ∈ M．

証明． A′
1 := A1，A′

2 := A2 − A1，A′
3 := A3 − (A1 ∪ A2), · · · , , A′

i := Ai − (A1 ∪ · · · ∪ Ai−1)，· · · , とお
くと，

• (∀ i ∈ N) A′
i ∈ M.
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• i ̸= j =⇒ A′
i ∩A′

j = ∅．（互いに素）

• A =
∪∞

i=1Ai =
∪∞

i=1A
′
i

が成り立つので，最初から {Ai} は上の {A′
i} の形の互いに素な集合の列だと仮定してよい．

En := A1 ∪ · · · ∪ An とおくと，En ⊂ A かつ En ∈ M である．とくに Ec
n ⊃ Ac かつ Ec

n ∈ M である
ことに注意すると，任意の B ∈ 2R に対し

µ∗(B) = µ∗(B ∩ En) + µ∗(B ∩ Ec
n)

≥ µ∗(B ∩ En) + µ∗(B ∩Ac)

= µ∗(B ∩ (A1 ∪ · · · ∪An)) + µ∗(B ∩Ac)

=

n∑
i=1

µ∗(B ∩Ai) + µ∗(B ∩Ac).

最後の下線のところでは命題 3.2を用いた．下線部は n に関して単調増加（単調非減少）なので

µ∗(B) ≥
∞∑
i=1

µ∗(B ∩Ai) + µ∗(B ∩Ac)

≥µ∗
(
B ∩

∞∪
i=1

Ai

)
+ µ∗(B ∩Ac) ←可算劣加法性

≥µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac).

一方，前回の式 (2.2)より
µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac).

は成り立つ（外測度の劣加法性）．よって A ∈ M． ■

命題 3.4 (可算加法性) 互いに素な可測集合からなる列 A1, A2, · · · ∈ M に対し，

µ∗
( ∞∪

i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ∗(Ai)

証明． [左辺] ≤ [右辺] は外測度の可算劣加法性（命題 2-1）から従う．[左辺] ≥ [右辺] を示そう．A :=∪∞
i=1Ai ⊃

∪n
i=1Ai と命題 3.2より

µ∗(A) ≥ µ∗
( n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ∗(Ai).

n は任意なので n→ ∞ とすれば [左辺] ≥ [右辺] を得る． ■

定義（有限加法族・σ-加法族） A ⊂ 2R が有限加法族 (algebra，代数) であるとは，次
の (A1)，(A2)，(A3) を満たすことをいう：

(A1) ∅, R ∈ A．

(A2) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A．

(A3) A1, A2 ∈ A =⇒ A1 ∪A2 ∈ A．

また，A ⊂ 2R が σ-加法族 (σ-algebra，σ-代数，可算加法族，etc.) であるとは，上の
(A1)，(A2)に加え (Aσ) を満たすことをいう：

(Aσ) A1, A2, · · · ∈ A =⇒
∪

i≥1Ai ∈ A．
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系 3.5 M は有限加法族であり，σ-加法族でもある．
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第 3回（4/23）の演習問題

記号
• 2R：R の部分集合全体からなる集合（A ∈ 2R :⇐⇒ A ⊂ R）
• µ∗：1次元ルベーグ外測度（µ∗ : 2R → [0,∞]）
• M：R の可測部分集合全体

問題 3-1. 集合 A ⊂ R が開区間の族 {Iλ}λ∈Λ によって A =
∪
λ∈Λ

Iλ と書けるとき，高々可算個の

λ1, λ2, · · · が存在し，A =
∪
i≥1

Iλi
と書けることを示せ．

問題 3-2. Show µ∗(A) = 0 for any countable subset A ∈ 2R.

問題 3-3. A, B ∈ M であるとき，

µ∗(A ∪B) + µ∗(A ∩B) = µ∗(A) + µ∗(B)

が成り立つことを示せ．

問題 3-4. A,B ∈ 2R に対し，A△B := (A − B) ∪ (B − A) と定義する．A,B ∈ M のとき，
A△B ∈ M を示せ．

問題 3-5. Prove or Disprove: If A,B ∈ M and µ∗(A△B) = 0 then µ∗(A) = µ∗(B).

問題 3-6. λ > 0， A ∈ 2R とする．このとき，λA := {λx ∈ R | x ∈ A} は µ∗(λA) = λµ∗(A) を
満たすことを示せ．（Hint. 外測度の定義に基づいて計算する．）

問題 3-7. 問題 3-6の仮定のもと，A ∈ M =⇒ λA ∈ M を示せ．

問題 3-8. Show versions of 問題 3-6 and 問題 3-7 for λ ≤ 0.

問題3-9. (カントールの3進集合) T0(x) = x/3，T1(x) = (x−1)/3+1 = x/3+2/3，I0 = [0, 1] ⊂ R
とする．以下，I0 ∈ M であることは用いてよい．

(1) n ≥ 0 に対し In+1 := T0(In) ∪ T1(In) とおくとき，µ∗(In) を求めよ．

(2) In ∈ M を示せ．

(3) K :=
∞∩
n=0

In とするとき，µ∗(K) = 0 を示せ．（よって K ∈ M．）

問題 3-10. (カントール集合は非可算) Show that K is an uncountable set. (Hint: Consider the

base 3 representation of x ∈ K, and compare it with binary numbers.)

注． この K をカントールの 3進集合という．これは非可算濃度をもつがルベーグ測度 0 の集合
である．
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可測関数 (1)
配布日 : 2019年 4月 23日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 5月 7日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日朝
10時 20分まで．）

レポート問題 4-1． 任意の A ∈ 2R に対し，開集合の可算個の交わりとして表される集合 B で，
A ⊂ B かつ µ∗(A) = µ∗(B) とできることを示せ．（Hint: 外測度の定義に用いる，A を被覆する区
間列を少し膨らませると開集合による被覆にできる．その和集合の外測度は A の外測度よりも大きいが，
任意の j ∈ N に対しその差が 1/j よりも小さくなるようにとることができる．）

レポート問題 4-2(次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の項目について，
定義や条件を適宜補いつつ，３ページ以内にまとめよ．（次回はこれらに関連した課題に取り組み
ます．）

(1) 可測関数の定義と，可測関数の例を少なくともひとつ挙げよ．

(2) 可測ではない集合が存在することを用いて，可測ではない関数の存在を示せ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（5/7）の講義ノート（可測関数） ●●●

可測集合の性質（つづき）

前回の復習（σ-加法族としての M）．M ⊂ 2R は以下の性質を満たすのであった．

(A1) ∅,R ∈ M

(A2) A ∈ M =⇒ Ac ∈ M

(Aσ) A1, A2, · · · ∈ M =⇒
∞∪
n=1

An ∈ M

この 3つの性質をもって，M は「σ-加法族」とよばれるのであった．このとき，たとえば
∞∩
n=1

An =

( ∞∪
n=1

Ac
n

)c

∈ M (4.1)

が示される．
また，ルベーグ外測度 µ∗ : 2R → [0,∞] のM への制限 µ = µ∗|M : M → [0,∞] を「ルベーグ

測度」というのであった．前回の命題 3.4より，ルベーグ測度は次の性質をもつ（可算加法性）：

• A1, A2, · · · ∈ M かつ互いに素 =⇒ µ

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai).
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開集合，閉集合の可測性

ルベーグ測度は「区間」や，より一般に「開集合」や「閉集合」の大きさを測ることができる
ことを確認しておこう．まずは次を示す：

命題 4.1 a ∈ R のとき，[a,∞) ∈ M．

証明． (1) 任意の B ⊂ R に対し，

µ(B) ≥ µ∗(B ∩ [a,∞)) + µ∗(B ∩ (−∞, a)) (4.2)

が成り立つことを示せば十分である．外測度の定義より，任意の ϵ > 0に対しある区間の列 {In = [an, bn)}∞n=1

（ただし an ≤ bn）で

B ⊂
∞∪

n=1

In かつ µ∗(B) ≤
∞∑

n=1

|In| ≤ µ∗(B) + ϵ

を満たすものが存在する．各 n に対し I ′n = In ∩ [a,∞)，I ′′n = In ∩ (−∞, a) とおくとき，

|In| = |I ′n|+ |I ′′n |

が成り立つことに注意しよう．（ただし，|∅| = 0．）実際，a < an のとき I ′n = In，I ′′n = ∅ より |I ′n|+ |I ′′n | =
|In| + 0 = |In| であり，a ≥ bn のときも I ′′n = In，I ′n = ∅ より同様である．an ≤ a < bn のとき，
I ′n = [a, bn), I

′′
n = [an, a) より |I ′n|+ |I ′′n | = (bn − a) + (a− an) = bn − an = |In|．

いま

B ∩ [a,∞) ⊂
∞∪

n=1

I ′n, B ∩ (−∞, a) ⊂
∞∪

n=1

I ′′n

であることに注意すると，

µ∗(B ∩ [a,∞)) + µ∗(B ∩ (−∞, a)) ≤
∞∑

n=1

|I ′n|+
∞∑

n=1

|I ′′n | =
∞∑

n=1

|In| ≤ µ∗(B) + ϵ.

ϵ は任意だったので，式 (4.2)は示された． ■

系 4.2 a < b に対し，区間 (−∞, a)，(a,∞)，(a, b) もM の元である．

証明．式 (4.1)より [a,∞) ∈ Mである．よって (−∞, a) = [a,∞)c ∈ M．また，(a,∞) =
∪∞

n=1[a+1/n,∞)

（可測集合の可算和）より (a,∞) ∈ M．(a, b) = (a,∞)∩ (−∞, b)（可測集合の共通部分，式 (4.1)も参照）
より (a, b) ∈ M． ■

命題 4.3 (開集合・閉集合は可測) A ∈ 2R が開集合もしくは閉集合であれば，A ∈ M
である．

証明． A ⊂ R を開集合とする．まず，次の補題を示す：

補題． ある区間の列 In = (an, bn) (−∞ ≤ an ≤ bn ≤ ∞) が存在し，A =
∪∞

n=1 In．

補題の証明． 有理数の稠密性より，Q ∩ A も A において稠密である．これを Q ∩ A = {r1, r2, · · ·} と表
すとき，rn を含み，かつ A に含まれる開区間全体の和集合を In とすれば，これは In = (an, bn) (−∞ ≤
an ≤ bn ≤ ∞) の形であり，明らかに

∪∞
n=1 In ⊂ A である．また，任意に x ∈ A をとるとき，A は開集合

なので x を含み，かつ A に含まれる開区間 Ix が存在する．このときある n が存在し rn ∈ Ix であるが，
In の定義より Ix ⊂ In．とくに x ∈ In．よって A ⊂

∪∞
n=1 In. ■（補題）

補題より A は高々可算個の可測集合の和集合となるので，やはり可測（Mの元）である．また，閉集
合は開集合の補集合と定義されるから，可測（Mの元）である． ■
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ルベーグ測度の単調性

ルベーグ測度の可算加法性から，次の重要な性質が得られる：

命題 4.4 (単調性) 可測集合からなる列 A1, A2, · · · ∈ M に対し，次が成り立つ：

(1) ∀n ∈ N, An ⊂ An+1 ならば

µ

( ∞∪
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

(2) ∀n ∈ N, An+1 ⊂ An かつ µ(A1) <∞ ならば

µ

( ∞∩
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

証明． (1) A′
1 = A1，A′

2 = A2 −A1，A′
3 = A3 − (A1 ∪A2), · · · と定義すれば，{A′

n}
∞
n=1 は互いに素なM

の元からなる列であり，
∪∞

n=1An =
∪∞

n=1A
′
n を満たす．可算加法性より

µ

( ∞∪
n=1

An

)
= µ

( ∞∪
n=1

A′
n

)
=

∞∑
n=1

µ(A′
n) = lim

N→∞

N∑
n=1

µ(A′
n).

また，有限加法性（命題 3.2）より µ(AN ) = µ(A′
1) + · · ·+ µ(A′

N ) であるから，求める等式を得る．
(2) A′

n := A1 −An = A1 ∩Ac
n とおくと，A′

n ⊂ A′
n+1．このとき (1)より

µ

( ∞∪
n=1

A′
n

)
= lim

n→∞
µ(A′

n).

いま

A1 −
∞∪

n=1

A′
n = A1 ∩

( ∞∪
n=1

A′
n

)c

= A1 ∩

( ∞∩
n=1

(A′
n)

c

)

= A1 ∩

( ∞∩
n=1

(A1 ∩Ac
n)

c

)
= A1 ∩

( ∞∩
n=1

(Ac
1 ∪An)

)
=

∞∩
n=1

An

であるから，

µ(A1) = µ

(
A1 ∩

( ∞∪
n=1

A′
n

))
+ µ

(
A1 ∩

( ∞∪
n=1

A′
n

)c)

= µ

(( ∞∪
n=1

(A1 ∩A′
n)

))
+ µ

( ∞∩
n=1

An

)

= µ

( ∞∪
n=1

A′
n

)
+ µ

( ∞∩
n=1

An

)

= lim
n→∞

µ(A′
n) + µ

( ∞∩
n=1

An

)
.

いま µ(A1) = µ(A1 ∩An) + µ(A1 ∩Ac
n) = µ(An) + µ(A′

n) に注意すると，

µ

( ∞∩
n=1

An

)
= µ(A1)− lim

n→∞
µ(A′

n) = lim
n→∞

{µ(A1)− µ(A′
n)} = lim

n→∞
µ(An)

を得る． ■
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可測関数

「積分が定義できる」関数を定義するために，「ルベーグ和」の考え方をもう一度思い出そう．ひ
とまず，有界な関数 f : R → [m,M ] ⊂ R （ただし m,M は m < M を満たす実数）を考える．
値域の分割m = y0 < y1 < · · · < yN =M を考え，

Ak := {x ∈ R | yk−1 ≤ f(x) < yk} (k = 1, 2, · · · , N)

とおくとき，
N∑
k=1

yk · µ(Ak)

の形の和を積分の「近似」とみなすのがルベーグ積分の根本的なアイディアである．したがって，

Ak ∈ M

でなくてはならない．分割が限りなく細かくなることを踏まえると，一般に任意の実数 a に対し

• {f ≥ a} := {x ∈ R | f(x) ≥ a} • {f > a} := {x ∈ R | f(x) > a}

• {f ≤ a} := {x ∈ R | f(x) ≤ a} • {f < a} := {x ∈ R | f(x) < a}

の形の集合たちがそれぞれ M の元であることが望ましい．（このとき，Ak = {f ≥ yk−1} ∩
{f < yk} ∈ M．）以上の考察を踏まえて，「可測関数」を定義しよう．

無限大に関する記号. R := [−∞,∞] = R ∪ {−∞, ∞} とおく．集合 X ∈ 2R に対し，写像
f : X → R を X 上の「関数」とよぶことにする．（すなわち，以後は関数の値として ±∞ も許す．）

定義（無限大の演算規約） ±∞ に関する演算を次のように定める．

• ∀ a ∈ R，−∞ < a <∞ かつ a±∞ = ±∞+ a = ±∞．（複号同順）

• ∞+∞ = ∞ = ∞− (−∞).

• ∞ ·∞ = ∞.

• 0 · (±∞) = 0.

注意． 最初の 3つは極限を用いれば正当化できる．最後の 0 · (±∞) = 0 は極限を用いても正当
化できないが，とにかくこう定める．∞−∞ や ∞/∞ は考えない．

定義（可測関数） X ∈ 2R 上の関数 f : X → Rが可測 (measurable)であるとは，X ∈ M
かつ任意の実数 a に対し {f > a} ∈ M を満たすことをいう．

例（特性関数）． A ∈ M のとき，χA : R → R を x ∈ A のとき χA(x) = 1，x ∈ R − A のとき
χA(x) = 0 と定める．このとき，χA は可測である．なぜなら，定義域 R はM の元であり，与
えられた実数 a に対し，{f > a} は ∅,R, A のいずれかと一致するからである．

例（連続関数）． f : R → R が連続関数であるとき，f は可測関数である．なぜなら，定義域 R
はM の元であり，与えられた実数 a に対し，{f > a} = f−1((a,∞)) であり，これは開集合の連
続関数（写像）による逆像なので開集合である．命題 4.3より，{f > a} ∈ M．
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演習問題（第 4回）
A ⊂ 2R が以下の性質を満たすとき，有限加法族という：

(A1) ∅,R ∈ A

(A2) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A

(A3) A1, A2 ∈ A =⇒ A1 ∪A2 ∈ A

さらに，条件

(Aσ) A1, A2, · · · ∈ A =⇒
∞∪

n=1

An ∈ A

を満たすとき，A は σ-加法族（σ-algebra，可算加法族）であるという．

問題 4-1. Prove or Disprove: If A and B are σ-algebra, then so is A ∩ B.

問題 4-2. Prove or Disprove: If A and B are σ-algebra, then so is A ∪ B.

問題 4-3. 集合族 A が σ-加法族であることと，条件 (A1)，(A2)，および

(Aσ′) A1, A2, · · · ∈ A =⇒
∞∩
n=1

An ∈ A

を満たすことは同値であることを示せ．

問題 4-4. 有限加法族 A に対し，次が成り立てば，σ-加法族となることを示せ．

(Aσ′′) A1, A2, · · · ∈ A かつ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · =⇒
∞∪
n=1

An ∈ A

問題 4-5. 有限加法族 A に対し，次が成り立てば，σ-加法族となることを示せ．

(Aσ′′′) A1, A2, · · · ∈ A かつ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · =⇒
∞∩
n=1

An ∈ A

問題 4-6. f : R → R が可測関数 (measurable function)であることと，以下はそれぞれ同値であ
ることを示せ．

(1) ∀ a ∈ R, {f ≥ a} ∈ M．

(2) ∀ a ∈ R, {f < a} ∈ M．

(3) ∀ a ∈ R, {f ≤ a} ∈ M．

問題 4-7. Prove or Disprove: f : R → R is measurable if and only if {a ≤ f < b} ∈ M for any

a, b ∈ R with a ≤ b.
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可測関数 (2)
配布日 : 2019年 5月 7日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 5月 14日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題 5-1．

(1) 任意の A ∈ 2R に対し，次を示せ．

µ∗(A) = inf {µ(O) | Oは開集合かつA ⊂ O}

(2) 任意の ϵ > 0 と任意の A ∈ M に対し，ある開集合 O が存在し，A ⊂ O かつ µ(O−A) < ϵ

とできることを示せ．

レポート問題 5-2(次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の問いに答えよ．

(1) ふたつの可測関数 f, g : R → [−∞,∞] に対し，関数 h : R → [−∞,∞] を h(x) :=

max{f(x), g(x)} と定める．このとき，h は可測関数といえるか？

(2) 命題 5.6の証明において，互いに異なる有理数 r と r′ に対し，X + r とX + r′ が互いに素
であることを示せ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（5/14）の講義ノート（可測関数 (2)） ●●●

可測関数の性質

定義（可測関数：再） 関数 f : R → R = [−∞,∞] が可測 (measurable)であるとは，任
意の実数 a に対し {f > a} ∈ M を満たすことをいう．

ただし，記号 {f > a} は集合 {x ∈ R | f(x) > a} を略記したものである．

注意． 集合 X ⊂ R 上の関数 f : X → R が与えられたとき，

f(x) :=

{
f(x) (x ∈ X)

0 (x ∈ Xc)

として定まる関数 f : R → R は f の拡張であり，しかも（リーマン積分の場合を考えればわかる
ように）積分の値に影響しない．したがって，積分を考える上では関数の定義域をR に限定して
も一般性は失わない．
可測関数の定義は次のような言い換えをもつ（第 4回の演習問題）：
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命題 5.1 以下は同値である：

(1) f : R → R は可測関数．

(2) 任意の実数 a に対し，{f ≥ a} ∈ M．

(3) 任意の実数 a に対し，{f < a} ∈ M．

(4) 任意の実数 a に対し，{f ≤ a} ∈ M．

証明． (1) =⇒ (2)：任意の実数 a に対し区間 [a,∞) は
∞∩

n=1

(a− 1/n,∞) と表されることに注意すると，

{f ≥ a} =

∞∩
n=1

{f > a− 1/n}

がわかる．(1)より {f > a− 1/n} ∈ M なので {f ≥ a} ∈ M．
(2) =⇒ (3)：任意の実数 a に対し，

{f < a} = {f ≥ a}c ∈ M．

(3) =⇒ (4)：任意の実数 a に対し

{f ≤ a} =

∞∩
n=1

{f < a+ 1/n}

と表されるが，(3)より {f < a+ 1/n} ∈ M なので {f ≤ a} ∈ M．
(4) =⇒ (1)：任意の実数 a に対し，

{f > a} = {f ≤ a}c ∈ M．

■

例． f : R → R が可測関数であるとき，任意の a ∈ R に対し

{f = a} = {f ≤ a} ∩ {f ≥ a} ∈ M.

また，

{f = ∞} =

∞∩
n=1

{f > n} ∈ M,

{f = −∞} =
∞∩
n=1

{f < −n} ∈ M.

命題 5.2 C を実数，f, g : R → R を可測関数とする．（値域に ±∞ は含まれないことに
注意．）このとき，Cf，f ± g，fg は可測関数である．

証明． 以下，a は任意の実数とする．
Cf の可測性：C = 0 のとき，{0 · f > a} は ∅ もしくは R であるから，関数 Cf = 0（定数関数）は可測
である（あるいは，定数関数は連続関数なので可測である．）．C > 0 のとき，{Cf > a} = {f > a/C} よ
り Cf は可測．C < 0 のとき，{Cf > a} = {f < a/C} より Cf は可測．
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f + g の可測性：x ∈ R に対し

f(x) + g(x) > a ⇐⇒ f(x) > a− g(x)

⇐⇒ (∃ r ∈ Q) f(x) > r > a− g(x)

⇐⇒ (∃ r ∈ Q) x ∈ {f > r} ∩ {g > a− r}.

仮定より {f > r} ∩ {g > a− r} ∈ M であるから，Q が可算集合であることより

{f + g > a} =
∪
r∈Q

({f > r} ∩ {g > a− r}) ∈ M.

f − g の可測性： f − g = f + (−1)g より可測．

fg の可測性： fg =
1

2

{
(f + g)2 − f2 − g2

}
より，f2 が可測であることを示せば十分である．実際，

{
f2 > a

}
=

{
R (a < 0)
{f < −

√
a} ∪ {f >

√
a} (a ≥ 0)

が成り立つので f2 は可測である． ■

可測関数の極限

fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) を関数の列とする．このとき，以下の関数の可測性について考える：

• sup fn : R → R, x 7→ sup
n≥1

fn(x)

• inf fn : R → R, x 7→ inf
n≥1

fn(x)

• lim sup fn : R → R, x 7→ lim sup
n→∞

fn(x) = inf
n≥1

(
sup
k≥n

fk(x)

)

• lim inf fn : R → R, x 7→ lim inf
n→∞

fn(x) = sup
n≥1

(
inf
k≥n

fk(x)

)
これらの関数について，次が成り立つ：

命題 5.3 fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) が可測関数の列であるとき，関数 sup fn，inf fn，
lim sup fn, lim inf fn はそれぞれ可測関数である．

証明． a を任意の実数とする．いま，実数 x に対し，

sup
n≥1

fn(x) > a ⇐⇒ (∃n ≥ 1) fn(x) > a

であるから，

{sup fn > a} =

{
x ∈ R | sup

n≥1
fn(x) > a

}
=

∞∪
n=1

{x ∈ R | fn(x) > a} =

∞∪
n=1

{fn > a} ∈ M.

よって sup fn は可測関数である．inf fn も同様に可測関数であることが示される．
つぎに lim sup fn(x) = infn≥1

(
supk≥n fk(x)

)
を考える．各 n ∈ N に対し，関数 gn を gn(x) :=

supi≥0 fn+i(x) と定めれば，これは可測関数列の上限なので可測関数である．さらに lim sup fn = inf gn な
のでこれもやはり可測関数である．lim inf fn についても同様． ■
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系 5.4 fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) を可測関数の列とする．{fn} が関数 f : R → R に
各点収束するとき，f も可測関数である．

証明． 仮定より各 x ∈ R に対し f(x) = limn→∞ fn(x) が成り立ち，これは f(x) = lim infn→∞ fn(x) =

lim supn→∞ fn(x) を意味する．命題 5.3より，f も可測関数である． ■

いたるところで…

2つの関数 f, g : R → R がほとんどいたるところで等しいとは，

µ∗({f ̸= g}) = 0

が成り立つことをいう．このとき
f = g a.e.

と表す．a.e. とは almost everywhereを略したものである．

命題 5.5 関数 f : R → R は可測関数であり，関数 g : R → R とほとんどいたるところ
で等しいものとする．このとき g も可測関数である．

証明． A = {f ̸= g} とすれば，µ∗(A) = 0 より A ∈ M．よって

{g > a} = ({g > a} ∩A) ∪ ({g > a} ∩Ac) = ({g > a} ∩A) ∪ ({f > a} ∩Ac).

いま µ∗({g > a}∩A) ≤ µ∗(A) = 0より，{g > a}∩A ∈ M．よって {f > a}∩Ac ∈ Mより {g > a} ∈ M．
■

バリエーション． 2つの関数 f, g : R → R に対し，

• f ≥ g a.e. :⇐⇒ µ∗
(
{f < g}

)
= 0

• |f | <∞ a.e. :⇐⇒ µ∗
(
{f = ∞} ∪ {f = −∞}

)
= 0

のように表す．

注意． 一般に，実数 x に関する命題 P(x) が外測度 0 の集合 A を除いた Ac 上で成立するとき，
「命題 P は a.e. で成り立つ」ともいう．

参考：非可測集合と非可測関数の構成

まず，M に属さない R の部分集合を構成しよう．

命題 5.6 M に属さない集合 X ⊂ [0, 1] が存在する．

証明． 任意の x ∈ R に対し，
A(x) := {x+ r | r ∈ Q}

とおく．いま，ある実数 x, y に対し A(x)∩A(y) ̸= ∅ であると仮定する．このときある有理数 rx, ry が存
在し，

x+ rx = y + ry ∈ A(x) ∩A(y),

すなわち x = y+(ry − rx) が成り立つ．よって x+ r = y+(ry − rx+ r) (r ∈ Q) であるから，A(x) ⊂ A(y)
である．同様に A(y) ⊂ A(x) であるから，A(x) = A(y) となる．このことから，任意の実数 x と y に対
し，A(x) = A(y) か A(x) ∩A(y) = ∅ のいずれか一方のみが成り立つことがわかった．
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さて，同様の議論により任意の実数 x に対し A(x) = A(x+ 1) となるから，

R =
∪

x∈ [0,1]

A(x)

が成り立つ．このことから，以下を満たす X ⊂ [0, 1] が存在する：

• R =
∪
x∈X

A(x)

• x, y ∈ X かつ x ̸= y のとき，A(x) ∩A(y) = ∅

（この X は次のように構成する．x ∼ y :⇐⇒ A(x) = A(y) とすると，∼ は同値関係を定める．そこで，
各同値類 A(x) から代表元 x∗ を 0 ≤ x∗ ≤ 1 となるように選べばよい1．）
背理法により，X /∈ M を示そう．X ∈ M と仮定する．自然数 n に対しXn := X + 1/n = {x+ 1/n |

x ∈ X} とおくと，X1, X2, · · · は互いに素であり，ルベーグ外測度の平行移動不変性から µ∗(Xn) = µ∗(X)
が成り立つ．また，Xn ⊂ [0, 2] であるから，任意の自然数 N に対し

2 = µ∗([0, 2]) ≥ µ∗

(
N⊔

n=1

Xn

)
=

N∑
n=1

µ∗(Xn) = Nµ∗(X)

が成り立つ．N は任意なので，µ∗(X) = 0 でなくてはならない．
一方，集合 X の定義より，互いに異なる有理数 r, r′ に対し (X + r) ∩ (X + r′) = ∅ が成り立つから，

Q = {r1, r2, r3, · · ·} と表すと

R =

∞⊔
i=1

(X + ri) ：互いに素な集合族の和集合

であるが，µ∗(X + ri) = µ∗(X) = 0 (i = 1, 2, · · · ) と可算加法性より

∞ = µ∗(R) =
∞∑
i=1

µ∗(X + ri) = 0.

これは矛盾である． ■

系 5.7 可測でない関数 f : R → R が存在する．

証明． 上の命題 5.6で構成した X に対し，x ∈ X のとき f(x) := 1，それ以外で f(x) := 0 （すなわち f

は X の特性関数 χX) とおけば，X = {f > 0} /∈ M より f は可測関数ではない． ■

1ここで，そのような同値類は非可算無限個存在するから，非可算無限個の集合族から一斉に元を選び取る，という
操作をしている．すなわち，選択公理を用いなくてはならない．
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演習問題（第 5回）

記号
• M：R の可測部分集合全体
• µ：1次元ルベーグ測度（µ = µ∗|M : M → [0,∞]）

問題5-1. f : R → Rが可測関数であるとき，正の数 p > 0に対し関数 g : R → Rを g(x) := |f(x)|p

と定める．このとき，g も可測関数であることを示せ．

問題 5-2. f : R → (0,∞) が可測関数であるとき，関数 g : R → (0,∞) を g(x) := 1/f(x) と定め
る．このとき，g も可測関数であることを示せ．

問題 5-3. A ∈ M，f, g : R → R を可測関数とする．関数 h : R → R を

h(x) =

{
f(x) ：x ∈ Aのとき
g(x) ：x ∈ Acのとき

とおくとき，h は可測関数であることを示せ．

問題 5-4. Prove or Disprove: If f : R → R and g : R → R are measurable functions, then the set

{f = g} = {x ∈ R | f(x) = g(x)}

is a measurable set (i.e., an element of M).

問題 5-5. 関数 f : R → R に対し，次は同値であることを示せ．

(1) f は可測．

(2) 任意の開集合 A ⊂ R に対し，f−1(A) は可測．

問題 5-6. f : R → R を可測関数，g : R → R を連続関数とする．このとき，g ◦ f も可測関数で
あることを示せ．（問題 5-5の結果は用いて良い．）

問題 5-7. fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) を可測関数の列とする．このとき，inf fn，lim inf fn は可測
関数であることを示せ．

問題 5-8. fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) を可測関数の列とする．関数 f : R → R を

f(x) =

{
lim
n→∞

fn(x) ：lim sup fn(x) = lim inf fn(x)のとき
0 ：それ以外

とおくとき，f は可測関数であることを示せ．
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ルベーグ積分 (1)
配布日 : 2019年 5月 14日 Version : 1.2

レポート問題

締め切りは 5月 21日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題6-1．Prove or Disprove: Let
{
fn : R → R

}∞
n=1

and
{
gn : R → R

}∞
n=1

be sequences

of measurable functions. If fn = gn a.e. for each n ≥ 1, then

(1) sup fn = sup gn a.e.,

(2) inf fn = inf gn a.e.,

(3) lim sup fn = lim sup gn a.e., and

(4) lim inf fn = lim inf gn a.e.

レポート問題 6-2(次回の予習)．次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の問いに答えよ．以
下の項目について，定義や条件を適宜補いつつ，３ページ以内にまとめよ．（次回はこれらに関連
した課題に取り組みます．）

(1) 単関数の定義を述べよ．また，すべての点で連続ではないような単関数をひとつ構成せよ．

(2) 可測関数の（ルベーグ）積分の定義を述べよ．また，積分確定ではない関数，可積分ではない
関数の例をそれぞれあげよ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（5/21）の講義ノート（ルベーグ積分 (1)） ●●●

単関数

リーマン積分では細長い長方形（「短冊」）を並べて関数のグラフを近似した．ルベーグ積分で
同様の役割を演じるのが，ここで定義する「単関数」である．

特性関数． A ∈ 2R に対し，

χA(x) :=

{
1 (x ∈ A)

0 (x ∈ Ac)

で定まる関数 χA : R → {0, 1} を集合 A の特性関数 (characteristic function) という．

互いに素な和集合の記号． また，互いに素な集合 A1, · · · , An に対し，和集合 A1 ∪ · · · ∪ An の
ことを

A1 ⊔ · · · ⊔An,
n⊔

i=1

Ai

などと表す．これは非交和 (disjoint union) ともよばれる．
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例． A, B ∈ 2R が互いに素であるとき，

χA⊔B = χA + χB.

とくに，χA + χAc = χR = 1．

定義（単関数）関数 s : R → R が有限個の値のみをとる可測関数であるとき，これを
単関数 (simple function)という．すなわち，ある互いに素な A1, · · · , AN ∈ M と実数
a1, · · · , aN が存在し，

R = A1 ⊔ · · · ⊔AN かつ s =

N∑
i=1

ai χAi (6.1)

と表されることをいう．ただし，{ai} は重複を許す．

注意． 単関数を式 (6.1)のように表す方法は一意的ではない．これは，{ai} が重複を許すことに
起因する．たとえば，区間 A = [0, 1] の特性関数は単関数であるが，

χA = 1 · χA + 0 · χAc = 1 · χ[0,1/2) + 1 · χ[1/2,1] + 0 · χ(−∞,0) + 0 · χ(1,∞)

などと表すことができる．

命題 6.1 α, β を実数，s, t : R → R を単関数とするとき，αs+ βt も単関数である．

証明. いま 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤M に対し実数 ai, bj ∈ R と Ai, Bj ∈ M が存在し，

R =

N⊔
i=1

Ai =

M⊔
j=1

Bj , s =

N∑
i=1

ai χAi
, t =

M∑
j=1

bj χBj

と表される．いま，各 i に対し Ai =

M⊔
j=1

(Ai ∩Bj) であるから，

R =
⊔

1≤i≤N
1≤j≤M

(Ai ∩Bj)

と表される．とくに，Ai ∩Bj 上では αs(x) + βt(x) = αai + βbj となるので，

αs+ βt =
∑

1≤i≤N
1≤j≤M

(αai + βbj)χAi∩Bj
.

これは単関数である． ■

非負単関数の積分．

負の値をとらない単関数 s : R → [0,∞) をとくに「非負単関数」という．
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定義． 非負単関数 s : R → [0,∞) が ai ≥ 0 と Ai ∈ M (1 ≤ i ≤ N) を用いて

R =
N⊔
i=1

Ai, s =
N∑
i=1

ai χAi

と表されるとき，その積分を∫
s dµ :=

N∑
i=1

ai µ(Ai) ∈ [0,∞]

と定義する．

注意． 単関数が別の bj ≥ 0 と Bj ∈ M (1 ≤ j ≤M) を用いて

s =

M∑
j=1

bj χBj

とも表されるとき，積分について(∫
s dµ =

) N∑
i=1

ai µ(Ai) =

M∑
j=1

bj µ(Bj)

が成り立つ．すなわち，積分は単関数の，特性関数を用いた表現にはよらない．
注意． 非負単関数の積分は，先に述べた「ルベーグ和」に相当するものである1．実際，非負可測関数
f : R → [0,∞] と [0,∞] の分割 0 = y0 < y1 < · · · < yN (<∞) が与えられたとき，

Ak := {yk ≤ f < yk+1} (0 ≤ k ≤ N − 1), AN := {yN ≤ f ≤ ∞}

とおくと，これは可測集合であり，R = A0 ⊔ · · · ⊔AN−1 ⊔AN を満たす．さらに，

s :=

N∑
k=0

yk χAk

などとすれば，これは非負可測関数 f を近似する単関数になっており，∫
s dµ =

N∑
k=0

yk µ(Ak).

．

命題 6.2 s, t : R → [0,∞) を（非負）単関数，α, β を負でない実数とするとき，次が成
り立つ．

(1)

∫
(α s+ β t) dµ = α

∫
s dµ+ β

∫
t dµ.

(2) s ≤ t a.e. のとき，
∫
s dµ ≤

∫
t dµ.

1本当は積分の記号ではなく L(s, µ) や Λ(s, µ) のように書きたいところ．しかし，単関数の積分はそのルベーグ積
分と一致するので，積分記号で表現するのが一般的である．
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証明 (1) 命題 6.1の記号を流用する．以下，添字 i は 1 から N まで，j は 1 から M までを渡るものと
すると， ∫

(αs+ βt) dµ =
∑
i,j

(αai + βbj)µ(Ai ∩Bj)

= α
∑
i,j

aiµ(Ai ∩Bj) + β
∑
i,j

bjµ(Ai ∩Bj)

= α
∑
i

aiµ(Ai) + β
∑
j

bjµ(Bj)

= α

∫
s dµ+ β

∫
t dµ.

(2) (1)と同じ記号のもと， ∫
s dµ =

∑
i

aiµ(Ai) =
∑
i,j

aiµ(Ai ∩Bj)

だが，s ≤ t a.e.より，もしx ∈ Ai∩Bj に対し s(x) = ai > bj > t(x)であれば µ(Ai∩Bj) ≤ µ({s > t}) = 0．
よって積分には寄与しないので，∫

s dµ =
∑
i,j

ai≤bj

aiµ(Ai ∩Bj) +
∑
i,j

ai>bj

aiµ(Ai ∩Bj)

=
∑
i,j

ai≤bj

aiµ(Ai ∩Bj) + 0

≤
∑
i,j

ai≤bj

bjµ(Ai ∩Bj) + 0

=
∑
i,j

ai≤bj

bjµ(Ai ∩Bj) +
∑
i,j

ai>bj

bjµ(Ai ∩Bj)

=
∑
i,j

bjµ(Ai ∩Bj) =
∑
j

bjµ(Bj) =

∫
t dµ.

ルベーグ積分の定義

単関数の積分を元にして，可測関数の積分を定義しよう．

非負可測関数の積分． f : R → [0,∞] を（非負）可測関数とする．このとき，∫
f dµ := sup

0≤s≤f

∫
s dµ ∈ [0,∞]

と定める．ここで，sup の s は 0 ≤ s ≤ f （すなわち，任意の実数 x に対し 0 ≤ s(x) ≤ f(x) ）
を満たすすべての（非負）単関数を渡るものとする2．

一般の可測関数の積分． f : R → R を可測関数とする．

f+ := max{f, 0}, f− := max{−f, 0}

と定義すると，これらは非負可測関数であり，f = f+ − f− を満たす．このとき，∫
f dµ :=

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ

を f のルベーグ積分 (Lebesgue integral) もしくは単に積分という．
2そのような s は必ず存在する（たとえば定数関数 s = 0）ので，sup の記号は意味をもつ．
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f が積分確定であるとは，∫
f+ dµ <∞ または

∫
f− dµ <∞

が成り立つことをいう．このとき，∞−∞ の形にはならないので f の積分は R に値をもつ．
f がルベーグ可積分 (Lebesgue integrable) もしくは単に可積分であるとは，∫

f+ dµ <∞ かつ
∫
f− dµ <∞

が成り立つことをいう．このとき，f の積分は R に値をもつ．
A ∈ M とするとき，f の A 上での積分を∫

A
f dµ :=

∫
f · χA dµ

と定義する．fχA が可積分関数であるとき，f はA 上で可積分であるという．

記号． ルベーグ積分
∫
f dµ は

∫
f,

∫
f(x) dµ,

∫
f(x) dµ(x) などと表されることもある．
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第 6回（5/21）の演習問題

問題 6-1. s1, s2 : R → R を単関数とするとき，max{s1, s2}，min{s1, s2} も単関数であること
示せ．

問題 6-2. 非負単関数 s : R → [0,∞) の

s =
N∑
i=1

aiχAi

（ただし ai ≥ 0，A1, · · · , An は互いに素なMの元）という形の表現は一意的ではないが，積分値∫
s dµ :=

N∑
i=1

aiµ(Ai)

は一意的に定まることを示せ．

問題 6-3.

(1) Prove or Disprove: Suppse that s : R → [0,∞) is a simple function with

∫
s dµ = 0. Then

s = 0.

(2) Prove or Disprove: Suppse that f : R → [0,∞) is a measurable function with

∫
f dµ = 0.

Then f = 0 a.e.

問題 6-4. Prove or Disprove: A measurable function f : R → R is integrable if and only if

|f | : R → [0,∞] is integrable.

問題 6-5. A,B ∈ M は互いに素，f : R → R は可積分関数とする．このとき，∫
A∪B

f dµ =

∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ

を示せ．

問題 6-6. 実数 a に対し Ta(x) = x+ a と定める．A ∈ M であり，f : R → R が可積分関数であ
るとき， ∫

A
f dµ =

∫
T−1
a (A)

f ◦ Ta dµ

を示せ．

問題 6-7. f : R → R を f(x) = x と定める．ルベーグ積分の定義に基づいて，f はルベーグ可積
分ではないことを示せ．また，f は [−1, 1] 上ではルベーグ可積分であることを示せ．

問題 6-8. f : R → R を f(x) = sinx と定めるとき，f はルベーグ可積分ではないことを示せ．

問題 6-9. g : R → R を g(x) =
sinx

x
（ただし g(0) := 1）と定めるとき，g はルベーグ可積分で

はないことを示せ．
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ルベーグ積分 (2)
配布日 : 2019年 5月 21日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 5月 28日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題 7-1． 非負単関数 σ : R → [0,∞)

σ =
N∑

i=1

aiχAi

（ただし ai ≥ 0，A1, · · · , AN ∈ M は互いに素）に対し，

N∑
i=1

aiµ(Ai) = sup
s

{∫
s dµ | sは 0 ≤ s ≤ σを満たす単関数

}
を示せ．すなわち，「単関数 σ」の積分（左辺）は「可測関数 σ」の積分（右辺）と同じ値である．

レポート問題 7-2(次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んだ上で，補題 7.2 の証明で
「確認せよ」という部分を確認せよ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（5/28）の講義ノート（ルベーグ積分 (2)） ●●●

非負可測関数の積分

命題 7.1 f, g : R → [0,∞] を非負可測関数とするとき，次が成り立つ．

(1) 負でない実数 α に対し，
∫
α f dµ = α

∫
f dµ.

(2)

∫
(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ.

(3) f ≤ g a.e. のとき，
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

注意． f が非負関数であるとき f− = 0 となるから，
∫
f− dµ = 0. よって積分確定である．

(1) と (3) の証明． (1) s を 0 ≤ s ≤ f を満たす非負単関数とするとき，t = αs は 0 ≤ t ≤ αf を満たす

単関数である．命題 6-2 (1) より，
∫
t dµ = α

∫
s dµ であるから，

∫
αf dµ = sup

0≤t≤αf

∫
t dµ = sup

0≤αs≤αf

∫
αs dµ = sup

0≤αs≤αf
α

∫
s dµ

= sup
0≤s≤f

α

∫
s dµ = α sup

0≤s≤f

∫
s dµ = α

∫
f dµ.
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(3) 単関数 s が 0 ≤ s ≤ f を満たすと仮定する．A := {f > g} とおくと，µ(A) = 0 となる．そこで

t := s χAc = s (1− χA)

とおくと，これは単関数であり，s = t a.e. より
∫
t dµ =

∫
s dµ を満たす．Ac = {f ≤ g} 上で t ≤ f ≤ g

かつ A 上 t = 0 ≤ g．よって R 上で t ≤ g であり，∫
g dµ = sup

0≤s′≤g

∫
s′ dµ ≥

∫
t dµ =

∫
s dµ.

よって 0 ≤ s ≤ f となる単関数 s すべてについて上限をとれば，
∫
g dµ ≥

∫
f dµ を得る．

■
命題 7.1の (2)を示すために，次のふたつの補題を用いる．

補題 7.2 f : R → [0,∞] を非負可測関数とする．このとき非負単関数の列 {sn}n∈N で，

• 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · かつ

• f = lim
n→∞

sn （各点収束）

を満たすものが存在する．

証明． 自然数 n に対し

Ak(n) :=

{
k

2n
≤ f <

k + 1

2n

}
(0 ≤ k ≤ n2n − 1),

B(n) := {f ≥ n}

とおくと，R =

(
n2n−1⊔
k=0

Ak(n)

)
⊔B(n) であり，単関数

sn :=
n2n−1∑
k=0

k

2n
χAk(n) + nχB(n)

は求める {sn}n∈N を与える（確認せよ）． ■

補題 7.3 非負単関数の列 {sn}n∈N が

0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · ·

を満たし，f : R → [0,∞] に各点収束するとき，∫
f dµ = lim

n→∞

∫
sn dµ.

注意． In =

∫
sn dµ とおくと，補題の仮定（sn ≤ sn+1）と命題 6-2(2)より，In ≤ In+1 ≤ ∞ が成り立

つ．よって， lim
n→∞

In ∈ [0,∞] が存在する．その値が
∫
f dµ と一致するのである．

証明：（≥）． ∫
f dµ := sup

0≤s≤f
s:単関数

∫
s dµ ≥

∫
sn dµ (7.1)
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であるから，n→ ∞ とすれば
∫
f dµ ≥ lim

n→∞

∫
sn dµ. を得る．

（≤）．
∫
f dµ の定義（式 (7.1)）より，ある単関数の列 {tn}n∈N が存在し 0 ≤ tn ≤ f かつ∫

tn dµ→
∫
f dµ (n→ ∞)

を満たす．そこで，
σn := max{sn, t1, t2, · · · , tn}

とおくと，これは非負単関数であり，0 ≤ σn ≤ σn+1 ≤ f を満たす．このとき，sn ≤ σn より lim
n→∞

σn = f

（各点収束）であるから，次の「補題の補題」より lim
n→∞

∫
sn dµ = lim

n→∞

∫
σn dµが成り立つ．また，tn ≤ σn

より，
∫
tn dµ ≤

∫
σn dµ が成り立つことに注意しよう．

任意の ϵ > 0 に対しある自然数 N が存在し，n ≥ N のとき∫
f dµ− ϵ ≤

∫
tn dµ ≤

∫
σn dµ.

n と ϵ は任意なので， ∫
f dµ ≤ lim

n→∞

∫
σn dµ = lim

n→∞

∫
sn dµ.

■

補題の補題．{sn}n∈N，{σn}n∈N を非負単関数の列とし，0 ≤ sn ≤ sn+1，0 ≤ σn ≤ σn+1，
lim

n→∞
sn = lim

n→∞
σn が成り立つものとする．このとき，

lim
n→∞

∫
sn dµ = lim

n→∞

∫
σn dµ

証明． N を固定し，σN ≤ lim
n→∞

σn = lim
n→∞

sn を考える．このとき，∫
σN dµ ≤ lim

n→∞

∫
sn dµ (7.2)

が成り立つことを示せば十分である．実際， 式 (7.2) で N → ∞ とすれば

lim
N→∞

∫
σN dµ ≤ lim

n→∞

∫
sn dµ

となり，σn と sn を入れ替えれば逆の不等式が得られるからである．
いま，互いに素な A1, · · · , Am ∈ M と実数 a1, · · · , am を用いて σN =

∑m
k=1 akχAk

と表されるとする．
任意の ϵ ∈ (0, 1) を固定し，

Ak(n) := {x ∈ Ak | sn(x) ≥ (1− ϵ) ak}
とおくと，Ak(n) ⊂ Ak(n+ 1)，

∪∞
n=1Ak(n) = Ak が成り立つ．sn ≥ (1− ϵ)

∑m
k=1 akχAk(n) より，

lim
n→∞

∫
sn dµ ≥ (1− ϵ) lim inf

n→∞

m∑
k=1

akµ
(
Ak(n)

)
= (1− ϵ)

m∑
k=1

akµ
(
Ak

)
= (1− ϵ)

∫
σN dµ.

ϵ は任意なので 式 (7.2) が示された． ■(補題の補題)

命題 7.1の (2) の証明． 補題 7.2より，非負単関数の列 {sn} と {tn} が存在し，sn ≤ sn+1，
f = lim

n→∞
sn，tn ≤ tn+1，g = lim

n→∞
tn を満たす．このとき 列 {sn + tn} は sn + tn ≤ sn+1 + tn+1，

lim
n→∞

(sn + tn) = f + g を満たす単関数の列であるから，補題 7.3より∫
(f + g) dµ = lim

n→∞

∫
(sn + tn) dµ = lim

n→∞

{∫
sn dµ+

∫
tn dµ

}
=

∫
f dµ+

∫
g dµ. ■
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可積分関数の積分の線形性

命題 7.4 f, g : R → R を可積分関数とするとき，次が成り立つ．

(1) 任意の実数 α に対し，αf は可積分であり，
∫
αf dµ = α

∫
f dµ.

(2) f + g は可積分であり，
∫

(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ.

(3) f ≤ g a.e. のとき，
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

証明． 一般に α, β を実数とするとき，|αf + βg| ≤ |α||f |+ |β||g| である．よって∫
|αf + βg| dµ ≤ |α|

∫
|f | dµ+ |β|

∫
|g| dµ <∞

であり，αf + βg は可積分となる．
(1)，(2) が成り立つことは演習問題とする．(3) を示す．g − f ≥ 0 a.e. と命題 7.1(3)より∫

(g − f) dµ ≥ 0.

(1) と (2) より, ∫
g dµ−

∫
f dµ ≥ 0 ⇐⇒

∫
g dµ ≥

∫
f dµ.

■
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第 7回（5/28）の演習問題

以下，命題 7.1は仮定してよい．

問題 7-1. f : R → R を可積分関数，α を実数とする．

(1) α ≥ 0 のとき，
∫
α f dµ = α

∫
f dµ を示せ．

(2) α < 0 のとき，(αf)± = |α|f∓ であることを用いて
∫
α f dµ = α

∫
f dµ を示せ．

問題 7-2. f, g : R → R を可積分関数とする．

(1) (f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+ を示せ．

(2)

∫
(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ を示せ．

問題 7-3. 命題 7.4(3)の等号成立条件を確認しよう．f ≤ g a.e. と仮定する．

(1)

∫
f dµ =

∫
g dµ と仮定する．En := {g − f ≥ 1/n} とおく．このとき，µ(En) = 0 を示せ．

(2) µ({g − f > 0}) = 0 を示せ．よって f = g a.e. である．

(3) 逆に，f = g a.e. ならば
∫
f dµ =

∫
g dµ を示せ．

注意． したがって，f < g a.e. であれば
∫
f dµ <

∫
g dµ．

問題 7-4. f, g : R → R が連続関数であるとき，f = g a.e. であれば f = g であることを示せ．
（Hint. 対偶を示すとよい．）

問題 7-5. f : R → [0,∞] が可積分であるとき，自然数 m, n に対し

Am,n := {α ∈ [1/m,∞) | µ({f = α}) ≥ 1/n}

とおく．

(1)

∫
f dµ ≥ ♯Am,n

mn
を示せ．ただし，♯Am,n は Am,n の元の濃度．

(2) µ({f = α}) ̸= 0 を満たす実数 α からなる集合 A はたかだか可算な集合であることを示せ．

問題 7-6. 集合 X ∈ M は µ(X) <∞ を満たすものとする．可測関数 f : X → R に対し

An := {x ∈ R | n ≤ |f | < n+ 1}

とおくとき，f が X 上可積分であることと
∞∑
n=0

nµ(An) <∞

は同値であることを示せ．（Hint. nµ(An) ≤
∫
An

|f | dµ ≤ (n+ 1)µ(An) を用いる．）
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収束定理
配布日 : 2019年 5月 28日 Version : 1.1

レポート問題

クォーターの狭間なので，今回はお休みとします．ただし，次回の講義ノートをよく読んで予
習をしていてください．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（6/18）の講義ノート（収束定理） ●●●

収束定理

今回は「fn → f （各点収束）のとき，
∫
fn dµ→

∫
f dµ か？」という問題を考える1．

定理 8.1 (単調収束定理) fn : R → [0,∞] (n = 1, 2, · · · ) は次を満たす非負可測関数列
とする：

(1) すべての自然数 n に対し 0 ≤ fn ≤ fn+1 a.e.（単調性）

(2) ある非負可測関数 f が存在し，f = lim
n→∞

fn a.e.

このとき，
lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

ただし，∞ = ∞ も許す．

注意． 非負可測関数は積分確定である．また，条件 (1) で「a.e.」を除いた場合，単調性より各
点収束極限 lim

n→∞
fn : R → [0, ∞] は必ず存在する．この場合，条件 (2)は不要で lim

n→∞

∫
fn dµ =∫ (

lim
n→∞

fn
)
dµ. が得られる．

証明． 可算個の零集合の和集合はまた零集合である
から，「a.e.」を除いて定理を証明すれば十分である．
いま各 n に対し，fn に単調に収束する単関数列
{smn }m∈N を次のように与える．自然数 m に対し，

smn :=

m2m−1∑
k=0

k

2m
χ{ k

2m ≤fn<
k+1
2m }.

このとき，

0 ≤ smn ≤ sm+1
n ≤ fn, fn = lim

m→∞
smn

が成り立つ．大小関係は右の図のようになっている．

1ルベーグ積分は可積分関数から実数への線形写像だと考えられる．この問題は，その写像の連続性に関する問題と
も解釈できる．
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そこで，自然数 n に対し
tn := max {sn1 , sn2 , · · · , snn}

と定めよう．これは単関数であり，snk ≤ sn+1
k より

0 ≤ tn = max {sn1 , sn2 , · · · , snn}
≤ max

{
sn+1
1 , sn+1

2 , · · · , sn+1
n , sn+1

n+1

}
= tn+1

（非負単調性）を満たす．そこで，g := lim
n→∞

tn とおき，g = f であることを示そう．まず

tn = max {sn1 , sn2 , · · · , snn} ≤ max {f1, f2, · · · , fn} = fn ≤ f (8.1)

より，n→ ∞ とすれば g ≤ f を得る．つぎに自然数 i を固定し i < n とするとき，

sni ≤ max {sn1 , sn2 , · · · , snn} = tn ≤ g

より，n → ∞ として fi ≤ g を得る．i は任意だから，f ≤ g．よって f = g が示された．また，補題 7-3
より， ∫

f dµ =

∫
g dµ = lim

n→∞

∫
tn dµ

が成り立つ．一方，式 (8.1)より

lim
n→∞

∫
tn dµ ≤ lim

n→∞

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ

が成り立つから，上の不等式と合わせて ∫
f dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ

が示された． ■

例（ディリクレ関数．） Q ∩ [0, 1] は可算集合なので {r1, r2, · · ·} と表すことができる．An :=

{r1, r2, · · · , rn} とおき，fn(x) を x ∈ An のとき 1，それ以外の実数のとき 0 となる関数とし
て定める．すなわち，fn = χAn であり，これは単関数である．また，µ(An) = 0 であるから，∫
fn dµ = 0 である．
一方，明らかに単調性 fn ≤ fn+1 を満たすから，極限関数 f = lim

n→∞
fn （ディリクレ関数！）

は可測であり，単調収束定理より ∫
f dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ = 0.

リーマン積分に関して，ディリクレ関数 f はリーマン可積分ですらなかったことに注意しよう．

ファトゥの補題． 次の定理は「ファトゥの補題」（P. Fatou）と呼ばれている．

定理 8.2 (ファトゥの補題) 非負可測関数の列 {fn : R → [0,∞]}n∈N に対し，∫ (
lim inf
n→∞

fn
)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fn dµ. (8.2)

注意．等号が成立しない例としては．fn(x) = nχ(0,1/n] がある．このとき，式 (8.2)の左辺は 0，右辺は 1
となる．
証明． gn := inf

k≥n
fk とおくと，0 ≤ gn ≤ gn+1 であり

lim
n→∞

gn = lim
n→∞

(
inf
k≥n

fk

)
= lim inf

n→∞
fn.
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よって単調収束定理（定理 8.1）より，∫ (
lim

n→∞
gn
)
dµ = lim

n→∞

∫
gn dµ ⇐⇒

∫ (
lim inf
n→∞

fn
)
dµ = lim

n→∞

∫
gn dµ.

一方，gn ≤ fn より
lim inf
n→∞

∫
gn dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fn dµ.{∫

gn dµ

}
n∈N
は単調非減少列であるから，

lim inf
n→∞

∫
gn dµ = lim

n→∞

∫
gn dµ

(
= lim sup

n→∞

∫
gn dµ

)
が成り立つ．以上の不等式を組み合わせば，式 (8.2)を得る． ■

ルベーグの優収束定理

定理 8.3 (ルベーグの優収束定理) fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) は次を満たす可測関数列
とする：

(1) ある可測関数 f が存在し，f = lim
n→∞

fn a.e.

(2) ある非負可積分関数 Φ : R → [0, ∞] が存在し，すべての自然数 n に対し |fn| ≤
Φ a.e.

このとき，fn，f は可積分であり，

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

ただし，∞ = ∞ も許す．

証明：可積分性． |fn| = f+n + f−n ≤ Φ a.e. より，∫
f+n dµ+

∫
f−n dµ ≤

∫
Φ dµ <∞.

よって fn は可積分である．同様に，|f | = lim
n→∞

|fn| ≤ Φ a.e. より f も可積分である．

収束性． 条件 (2) より 0 ≤ ±fn +Φ a.e. であることに注意すると，ファトゥの補題（定理 8.2）より∫
lim inf(±fn +Φ) dµ ≤ lim inf

∫
(±fn +Φ) dµ.

lim inf(±fn) = lim(±fn) = ±f より，上の不等式は∫
(±f +Φ) dµ ≤ lim inf

∫
(±fn +Φ) dµ

⇐⇒ ±
∫
f dµ ≤ lim inf

(
±
∫
fn dµ

)
と変形できる．+ の符号を選ぶと， ∫

f dµ ≤ lim inf

(∫
fn dµ

)
. (8.3)

URL: http://www.math.titech.ac.jp/˜kawahira/courses/19S-real.html Email: kawahira@math.titech.ac.jp



実解析第一/第二（2019年1Q/2Q） プリント 08-4

　担当教員：川平 友規　研究室：本館 H210 東京工業大学 理学院（数学系）

− の符号を選ぶと，

−
∫
f dµ ≤ lim inf

(
−
∫
fn dµ

)
= − lim sup

(∫
fn dµ

)
⇐⇒

∫
f dµ ≥ lim sup

(∫
fn dµ

)
(8.4)

式 (8.3) と式 (8.4) より，∫
f dµ ≤ lim inf

(∫
fn dµ

)
≤ lim sup

(∫
fn dµ

)
≤
∫
f dµ

よって lim

(∫
fn dµ

)
は存在し値は

∫
f dµ と一致する． ■

URL: http://www.math.titech.ac.jp/˜kawahira/courses/19S-real.html Email: kawahira@math.titech.ac.jp



実解析第一/第二（2019年1Q/2Q） プリント 08-5

　担当教員：川平 友規　研究室：本館 H210 東京工業大学 理学院（数学系）

第 8回（6/18）の演習問題

問題8-1. fn : R → R (n = 1, 2, · · · )は可積分関数の列で，fn ≤ fn+1 (n = 1, 2, · · · )かつ f : R → R

に各点収束するものとする．このとき，
∫
fn dµ →

∫
f dµ (n → ∞) を示せ．(Hint. gn :=

fn − f1 ≥ 0 は非負なので単調収束定理が使える．)

問題 8-2. fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) は f : R → R に各点収束するものとする．fn に優関数が存
在せず，

∫
fn dµ→

∫
f dµ (n→ ∞) とならない例をあげよ．

問題 8-3. fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) は可積分関数の列で，f : R → R に各点収束するものとす
る．さらに，A ∈ M は µ(A) < ∞ を満たし，ある定数 M > 0 が存在して supx∈A |fn(x)| ≤ M

がすべての n で成り立つとする．このとき，fχA は可積分であり， lim
n→∞

∫
A
fn dµ =

∫
A
f dµ が成

り立つことを示せ．

問題 8-4. fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) を可積分関数の列とする．また，A ∈ M は µ(A) < ∞ を
満たし，{fn} は f : R → R に A 上一様収束するものとする．このとき，fχA は可積分であり，
lim
n→∞

∫
A
fn dµ =

∫
A
f dµ が成り立つことを示せ．

問題 8-5. fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) を可積分関数の列とする．{fn} は f : R → R に一様収束す
るが， lim

n→∞

∫
A
fn dµ =

∫
A
f dµ が成り立たない例をあげよ．

記号． 可測関数の列 fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) が定める

Fn := f1 + · · ·+ fn : R → R (n = 1, 2, · · · )

に対し，各点収束極限 lim
n→∞

Fn が存在するとき，極限関数を
∞∑
n=1

fn もしくは f1 + f2 + · · · と表

し，{fn} が定める（関数項）級数は収束するという．等式
∞∑
n=1

∫
fn dµ =

∫ ∞∑
n=1

fn dµ

が成り立つとき，級数
∞∑
n=1

fn は項別積分可能であるという．

問題 8-6. {fn}n≥1 を可測関数の列とする．{fn}n≥1 の定める級数 F =

∞∑
n=1

fn が収束するとき，F

は可測関数であることを示せ．

問題 8-7. Prove or Disprove: Suppose that {fn}n≥1 is a sequence of integrable functions. If the

series F =
∞∑
n=1

fn for {fn}n≥1 converges, then F is integrable.

問題 8-8. {fn : R → [0,∞]}n≥1 を非負可測関数の列とする．{fn}n≥1 の定める級数 F =
∞∑
n=1

fn

が収束するとき，項別積分可能であることを示せ．
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項別積分・リーマン積分
配布日 : 2019年 6月 18日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 6月 25日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題 9-1． {ft : R → R}a<t<b は実数 t をパラメーターとする可測関数の族であり，以下
が成り立つとする：

(a) すべての t に対し，ft は可積分．

(b) ほとんどすべての x ∈ R に対し，t 7→ ft(x) は (a, b) 上の連続関数．

(c) ある非負可積分関数 Φ : R → R が存在し，すべての t に対し |ft| ≤ Φ a.e.

このとき，パラメーター t を変数とする関数 I(t) :=

∫
ft dµ は (a, b) 上の連続関数であることを

示せ．
(Hint: t0 ∈ (a, b) に対し，lim sup

t→t0
I(t) = lim

n→∞
I(sn) となる sn と lim inf

t→t0
I(t) = lim

n→∞
I(tn) とな

る tn を選び，優収束定理を適用する．)

レポート問題 9-2 (次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の問いに答えよ．
以下の項目について，定義や条件を適宜補いつつ，３ページ以内にまとめよ．（次回はこれらに関
連した課題に取り組みます．）

(1) 関数からなる列が定める級数が収束することの定義を述べよ．また，その級数に対し項別積
分可能であることの定義を述べよ．

(2) ある関数 f : R → R に各点収束する関数の列 fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) に対し，ある別

の関数の列 gn : R → R (n = 1, 2, · · · ) が存在し，f =

∞∑
n=1

gn と書けることを示せ．また，

{fn}∞n=1 が a.e. で f に収束する場合はどうか？

(3) f(x) =
1

1 + x2
が（R上で）ルベーグ可積分であることを示せ．ただし，

∞∑
n=1

1

n2
<∞ は用

いてよい．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（6/25）の講義ノート ●●●

関数項級数に対する積分の収束定理

前回示した単調収束と優収束定理を用いて，関数からなる級数に対して積分の収束性を保証す
る定理を示す．

関数項級数．可測関数からなる列 fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) に対し，Fn := f1 + · · ·+ fn とおく．
lim
n→∞

Fn が a.e. で存在するとき，すなわち，ある可測関数 F : R → R が存在し F = lim
n→∞

Fn a.e.
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が成り立つとき1，{fn}n∈N が定める級数
∞∑
n=1

fn は（a.e.で，もしくは µ-a.e. で）収束するといい，

F =
∞∑
n=1

fn a.e. と表す．収束しないとき発散するという．

いま各 fn は可積分であると仮定する．もし
∞∑
n=1

fn も可積分であり，

∫ ∞∑
n=1

fn dµ =

∞∑
n=1

∫
fn dµ (9.1)

が成り立つとき，
∞∑
n=1

fn は項別積分可能であるという．

定理 9.1 (非負関数からなる関数項級数) 可測関数からなる列 fn : R → R (n = 1, 2, · · · )
はすべての n に対し fn ≥ 0 a.e. を満たすものとする．このとき∫ ∞∑

n=1

fn dµ =

∞∑
n=1

∫
fn dµ. (9.2)

ただし，∞ = ∞ も認めるものとする．

証明． すべての n に対し fn ≥ 0 a.e. のとき，0 ≤ Fn ≤ Fn+1 a.e. が成り立つから，必ず各点収束極限

lim
n→∞

Fn : R → [0,∞] が存在する．すなわち，
∞∑

n=1

fn は必ず収束する．

単調収束定理（前回の定理 8.1）より，∫
lim
n→∞

Fn dµ = lim
n→∞

∫
Fn dµ

⇐⇒
∫

lim
n→∞

(f1 + · · ·+ fn) dµ = lim
n→∞

∫
(f1 + · · ·+ fn) dµ

⇐⇒
∫ ∞∑

n=1

fn dµ = lim
n→∞

(∫
f1 dµ+ · · ·+

∫
fn dµ

)

=

∞∑
n=1

∫
fn dµ. ■

定理 9.2 可測関数からなる列 fn : R → R (n = 1, 2, · · · ) はそれぞれ可積分であり，
∞∑
n=1

∫
|fn| dµ <∞

を満たすものとする．このとき，
∞∑
n=1

fn は a.e. で収束し可積分である．さらに，

∫ ∞∑
n=1

fn dµ =

∞∑
n=1

∫
fn dµ. (9.3)

1ある x で Fn(x) = f1(x) + · · ·+ fn(x) に ∞−∞ が含まれるとき， lim
n→∞

Fn(x) は存在しない．そのような点か
らなる集合も測度 0 であれば問題ない．
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証明． |fn| ≥ 0 は非負可測関数列であるから，
∞∑

n=1

|fn| が存在して，定理 9.1より

∫ ∞∑
n=1

|fn| dµ =

∞∑
n=1

∫
|fn| dµ <∞.

すなわち，Φ :=

∞∑
n=1

|fn| は可積分である．とくに Φ < ∞ a.e. が成り立つから，級数
∞∑

n=1

fn(x) はほとん

どすべての x に対しある実数に絶対収束する．よって
∞∑

n=1

fn はほとんどいたるところで収束する．

いま Fn := f1 + · · ·+ fn とおくと，|Fn| ≤ Φ であるからルベーグの優収束定理（定理 8.2）が適用でき
て，定理 9.1の証明と同様の議論により式 (9.3)を得る． ■

応用例．R上の非負関数f(x) = e−xが [0,∞)上可積分であることを示そう．すなわち，
∫
[0,∞)

e−x dµ =∫
fχ[0,∞) dµ <∞ を示す．

n = 0, 1, 2, · · · に対し sn := e−nχ[n, n+1)（これは非負単関数）とおこう．
∫
sn dµ = e−nµ([n, n+

1)) = e−n．よって
∞∑
n=0

∫
sn dµ =

∞∑
n=0

e−n =
1

1− e−1
=

e

e− 1
<∞.

g :=
∞∑
n=0

sn とおくと，定理 9.2より，

∫
g dµ =

∫ ∞∑
n=0

sn dµ =
∞∑
n=0

∫
sn dµ =

e

e− 1

であるから，g =
∞∑
n=0

sn は可積分である．fχ[0,∞) ≤ g より fχ[0,∞) も可積分である．

リーマン積分 vs. ルベーグ積分 実数 a, b (a < b) に対し関数 f : [a, b] → R のリーマン積分とル
ベーグ積分の関係を考えよう．
いま f の定義域を実数全体に拡張するために，

f̃(x) =

{
f(x) (a ≤ x ≤ b)

0 (それ以外)

と拡張しておく．このとき，f がルベーグ可積分であるとは，f̃ がルベーグ可積分であることを
いい，

∫
f̃ dµ を f のルベーグ積分といい，

∫
[a,b]

f dµ と表す．

定理 9.3 区間 [a, b] 上の有界関数 f がリーマン可積分であるとき，ルベーグ可積分で
あり ∫ b

a
f(x) dx =

∫
[a,b]

f dµ

が成り立つ．ただし，左辺はリーマン積分である．
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よって，ルベーグ積分はリーマン積分の拡張だと考えられる．
証明．x /∈ [a, b]に対し f(x) := 0と定義し，f を R上の関数として拡張しておく．f(x)は有界なので，ある
実数 M > 0 が存在し −M ≤ f(x) ≤M が成り立つとしてよい．区間 [a, b] の分割∆ := {x0, x1, · · · , xN}
（すなわち，a = x0 < x1 < · · · < xN = b を満たす）をひとつとる．0 ≤ k ≤ N に対し，

mk := inf {f(x) | xk ≤ x ≤ xk+1}, Mk := sup {f(x) | xk ≤ x ≤ xk+1}

とおき，

s(f,∆) :=

N−1∑
k=0

mk (xk+1 − xk), S(f,∆) :=

N−1∑
k=0

Mk (xk+1 − xk)

とおく．リーマン可積分性より，|∆| = max
0≤k<N

(xk+1 − xk) → 0 のとき，s(f,∆) と S(f,∆) はともにリー

マン積分
∫ b

a

f(x) dx に収束する．また，単関数

t∆ =

N−1∑
k=0

mkχ[xk, xk+1), T∆ =

N−1∑
k=0

Mkχ[xk, xk+1)

は ∫
t∆ dµ =

N−1∑
k=0

mkµ([xk, xk+1)) = s(f,∆),

∫
T∆ dµ =

N−1∑
k=0

Mkµ([xk, xk+1)) = S(f,∆)

を満たす．そこで，n = 1, 2, · · · に対し

∆n :=

{
a+

b− a

2n
· k
}2n

k=0

とすると，∆n ⊂ ∆n+1 であり，|∆n| = |b− a|/2n → 0．

tn := t∆n , Tn := T∆n

とおくと，
−M ≤ tn ≤ tn+1 ≤ f ≤ Tn+1 ≤ Tn ≤M a.e.

がすべての n ∈ Nで成り立つ（∆n+1 に含まれる分割点では成り立たないかもしれないが，µ(∆n+1) = 0 で
あるから a.e.で成り立つ．）．とくに {tn}，{Tn}は有界な単調列だから，g = lim

n→∞
tn a.e.，G = lim

n→∞
Tn a.e.

を満たす可測関数 g, G が存在し，g ≤ f ≤ G a.e. を満たす．ここで Φ := Mχ[a,b] とおくと，これは明ら
かに非負可積分関数であり，|tn| ≤Mχ[a,b]，|Tn| ≤Mχ[a,b] を満たす．よって優収束定理より g と G は可
積分であり，∫

g dµ = lim
n→∞

∫
tn dµ = lim

n→∞
s(f,∆n),

∫
Gdµ = lim

n→∞

∫
Tn dµ = lim

n→∞
S(f,∆n)

が成り立つ．リーマン可積分性より

lim
n→∞

s(f,∆n) = lim
n→∞

S(f,∆n) =

∫ b

a

f(x) dx

であるから，
∫
g dµ =

∫
Gdµ =

∫ b

a

f(x) dx. 一方，g ≤ f ≤ G a.e. より G− g ≥ 0 a.e. であるが，

0 ≤
∫

(G− g) dµ =

∫
Gdµ−

∫
g dµ = 0

より g = G a.e. でなくてはならない．すなわち g = f = G a.e. であり，f はルベーグ可積分かつ∫
f dµ =

∫ b

a

f(x) dx

を得る． ■
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第 9回（6/25）の演習問題

−∞ < a < b ≤ ∞ とする．関数 f : [a, b) → R に対し極限

lim
β→b−0

∫ β

a
f(x) dx =:

∫ b

a
f(x) dx

が存在するとき，広義リーマン積分 (improper integral)が存在するという．−∞ ≤ a < b <∞ の
とき，区間 (a, b] 上の関数の広義リーマン積分も同様に定義する．また，開区間 (a, b) 上の関数
の広義リーマン積分は a < c < b となる c を任意にとり，(a, c] と [c, b) 上でともに広義リーマン
積分が存在するときに，それぞれの和として定義する．
問題 9-1. Prove or disprove: If the improper integeral

∫ ∞

0
f(x) dx exists for the non-negative

function f : [0,∞) → [0,∞), then ∫ ∞

0
f(x) dx =

∫
[0,∞)

f dµ.

問題 9-2. f : R → R を可積分関数とする．このとき，F (x) :=
∫
(−∞,x]

f dµ はR 上の有界連続関

数を定めることを示せ．

問題 9-3. f : [0,∞) → R を f(x) =
sinπx

1 + x2
と定義する．このとき，f は [0,∞) 上でルベーグ可

積分であることを示せ．

問題 9-4. f : (0,∞) → R を f(x) =
1

ex − 1
と定義する．このとき，f は [1,∞) 上でルベーグ可

積分であることを示せ．

問題 9-5. 任意の p > 0 に対し，f(x) = e−px は [0, ∞) 上でルベーグ可積分であることを示せ．

以下，任意の p > 0 と十分に大きな x に対し xpe−x ≤ e−x/2 → +0 (x → ∞) であることは用
いて良い．
問題 9-6. 任意の n ∈ N に対し，fn : [0,∞) → R を fn(x) := x3e−nx と定義する．このとき，fn
は [0,∞) 上ルベーグ可積分であることを示せ．

問題 9-7. 上の問題の続き：
∫
[0,∞)

∞∑
n=1

fn dµ =
∞∑
n=1

∫
[0,∞)

fn dµ を示せ．

問題 9-8. 上の問題の続き：
∫
[0,∞)

fn dµ は広義リーマン積分
∫ ∞

0
fn(x) dx と一致することを示せ．

問題 9-9. p > 0 のとき，
∫ 1

0

xp

1− x
log

1

x
dx =

∞∑
n=1

1

(p+ n)2
を示せ．

問題 9-10. A ∈ M かつ µ(A) < ∞ とする．A に属さない点では 0 を値にもつ有界可測関数
f : R → R に対し，n→ ∞ のとき以下が成り立つことを示せ：

(1)

∫
A

(
1 +

f

1!
+
f2

2!
+ · · ·+ fn

n!

)
dµ→

∫
A
ef dµ

(2)

∫
A

(
1 +

f

n

)n

dµ→
∫
A
ef dµ
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直積測度 (1)
配布日 : 2019年 6月 25日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 7月 2日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日朝
10時 20分まで．）

レポート問題 10-1． a, b ∈ R, a < b とし，f : [a, b] → R を連続関数とする．このとき，f が
リーマン可積分であることをルベーグ積分を経由して証明しよう．

(1) f はルベーグ可積分であることを示せ．

(2) I :=

∫
f dµ とおく．このとき，[a, b] の任意の分割 ∆ が定める S(f,∆)，s(f,∆) に対し

（プリント 02参照），これらはある s∆ ≤ f ≤ S∆ を満たす単関数 S∆，s∆ のルベーグ積分
であり，

s(f,∆) ≤ I ≤ S(f,∆)

となることを示せ．

(3) f の一様連続性と |S(f,∆)− I| ≤ S(f,∆)− s(f,∆) を用いて，|∆| → 0 のとき S(f,∆) → I

を示せ．

同様に |∆| → 0 のとき s(f,∆) → I が示されるから，f(x) はリーマン積分可能であり，I =∫ b

a
f(x) dx が成り立つことが示された．

レポート問題 10-2 (次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の問いに答えよ．
以下の項目について，定義や条件を適宜補いつつ，３ページ以内にまとめよ．（次回はこれらに関
連した課題に取り組みます．）

(1) σ加法族の定義を述べ，具体例をふたつ挙げよ．

(2) 測度空間の定義を述べ，具体例をふたつ挙げよ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（7/2）の講義ノート ●●●

フビニの定理に向けて

重積分を計算する際には，それを累次積分として表現し，1次元の定積分にまで帰着させるのが
ふつうである．このとき「重積分を累次積分として表現する」ことをルベーグ積分の範疇で考え
よう．
今回はやや抽象的な枠組みで測度論を展開するが，つねに１次元ルベーグ測度を具体例として

念頭に置いておくとよい．
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σ-加法族と測度

以下，X を集合とし，2X でその部分集合全体のなす族を表す．

定義（σ-加法族） M ⊂ 2X が X 上の σ-加法族（σ-代数，可算加法族）であるとは，次
の (1)，(2)，(3) を満たすことをいう：

(1) ∅, X ∈ M．

(2) A ∈ M =⇒ Ac ∈ M．

(3) A1, A2, · · · ∈ M =⇒
∪
i≥1

Ai ∈ M．

定義（測度，測度空間） M ⊂ 2X を X 上の σ-加法族とする．関数 µ : M → [0,∞] が
X 上の測度であるとは，つぎの (M1), (M2)を満たすことをいう．

(M1) µ(∅) = 0．

(M2) A1, A2, · · · ∈ M が互いに素であるとき，µ

(∪
i≥1

Ai

)
=
∑
i≥1

µ(Ai)．

さらに集合 X，X 上の σ-加法族M，X 上の測度 µ からなる３つ組 (X,M, µ) を測度
空間という．

注意．

• 組 (X, M) を可測空間ということがある．

• 測度空間 (X,M, µ) において，M の元を µ-可測集合もしくは単に可測集合ということも
ある．

• µ(X) = 1 であるとき，µ は X 上の確率測度であるという．

例（1次元ルベーグ測度空間）． X = R とし，M をルベーグ可測集合全体，µ を 1次元ルベー
グ測度とするとき，(R,M, µ) は測度空間である．

例（n次元ルベーグ測度空間）． X = Rn とするとき，1次元ルベーグ測度の構成をほぼそのまま
真似て n次元ルベーグ測度空間 (Rn,Mn, µn) を構成することができる．

たとえば n = 2 のとき，

• まず I = [a, b)× [c, d) の形の「長方形」からなる集合全体を考え，|I| := (b− a)(d− c) とおく．

• 任意の A ⊂ R2 に対し，2次元ルベーグ外測度を

µ∗
2(A) := inf

{In}

∞∑
n=1

|In|

と定める．ただし，{In} は A ⊂
∪∞

n=1 In を満たす可算無限個の「長方形」からなる族すべてわたる
ものとする．

• A ⊂ R2 が可測であるとは，任意の B ⊂ R2 に対し µ∗
2(B) = µ∗

2(B ∩A) + µ∗
2(B ∩Ac) が成り立つこ

ととする．可測集合全体をM2 と表す．

• A ∈ M2 に対し，µ2(A) := µ∗
2(A)
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直積と可測長方形

2つの測度空間 (X,M, µ) と (Y,N , ν) が与えられているとする．これから次回にかけて，直積

X × Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

上の σ-加法族とその上の「直積測度」を構成していく．

定義（長方形）．集合 R ⊂ X × Y が長方形であるとは，ある A ⊂ X，B ⊂ Y が存在し

R = A×B := {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}

と表されることをいう．

命題 10.1 k = 1, 2 に対し Ak ⊂ X，Bk ⊂ Y，Rk := Ak ×Bk とおく．このとき，

R1 ∩R2, R1 ∪R2, Rc
1, R1 −R2

は互いに素な有限個の長方形の和集合としてあらわされる．

証明． たとえば（図を描きながら考えると）

R1 ∩R2 = (A1 ∩A2)× (B1 ∩B2)

Rc
1 = (Ac

1 × Y ) ⊔ (A1 ×Bc
1)

がいえる．これらは互いに素な有限個の長方形の和集合である．R1 ∪R2 = (Rc
1 ∩Rc

2)
c, R1−R2 = R1 ∩Rc

2

よりこれらも互いに素な有限個の長方形の和集合である． ■

定義（可測長方形）．集合 I ⊂ X × Y が可測長方形であるとは，ある A ∈ M かつ
B ∈ N が存在し I = A×B と表されることをいう．可測長方形全体からなる族（2X×Y

の部分集合）を I と表す．また，可測長方形 I ∈ I に対し，

|I| := µ(A) ν(B)

と定める．

定義（直積空間の外測度）．任意の E ⊂ X × Y に対し，

λ∗(E) := inf
{In}

∞∑
n=1

|In|

とおく．ただし，{In} は E を被覆する（すなわち E ⊂
∪∞

i=1 In をみたす）可測長方形
の族すべてを渡る．

外測度が期待通りの性質を持つことを確認していく．
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命題 10.2 (可測長方形の性質)次が成り立つ．

(1) I ∈ I ならば，0 ≤ |I| ≤ ∞．とくに，|∅| = 0．

(2) 有限加法性：I ∈ I であり，互いに素な有限個の I1, · · · , In ∈ I によって I =

I1 ⊔ · · · ⊔ In と表されるとき，

|I| = |I1|+ · · ·+ |In|.

(3) 可算劣加法性：I ∈ I であり，無限個の可測長方形 I1, I2, · · · ∈ I によって I が被
覆される（すなわち I ⊂

∪∞
n=1 In）とき，

|I| ≤
∞∑
n=1

|In|

記号． 証明の前に，特性関数の記号をつぎのように「濫用」する：A を任意の集合とするとき，
x ∈ A であれば χA(x) := 1 とし，x /∈ A のとき χA(x) := 0 と定める．
たとえば I = A× B に対し，(x, y) ∈ I であれば χI((x, y)) = 1 であるが，この場合は例外的

に χI(x, y) = 1 と表すことにする．
このとき，次が成り立つことに注意しよう．

χA×B(x, y) = χA(x)χB(y).

証明． (1) は明らか．
(2) I = A×B, Ii = Ai×Bi (i = 1, · · · , n)とおく．I1, · · · , In は互いに素であるから，任意の (x, y) ∈ X×Y
に対し

χI(x, y) =

n∑
i=1

χIi(x, y) ⇐⇒ χA(x)χB(y) =

n∑
i=1

χAi(x)χBi(y).

いま x ∈ X を固定すると，

ν(B)χA(x) =

∫
Y

χA(x)χB(y) dν

=
n∑

i=1

∫
Y

χAi
(x)χBi

(y) dν

=
n∑

i=1

χAi(x)

∫
Y

χBi(y) dν

=
n∑

i=1

χAi(x) ν(Bi).
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よって

|I| = µ(A) ν(B) =

∫
X

ν(B)χA(x) dµ

=

∫
X

n∑
i=1

χAi(x) ν(Bi) dµ

=
n∑

i=1

ν(Bi)

∫
X

χAi
(x) dµ

=
n∑

i=1

ν(Bi)µ(Ai) =
n∑

i=1

|Ii|.

(3) Ii = Ai ×Bi (i = 1, 2, · · · ) とおくと，

I ⊂
∞∪
i=1

Ii ⇐⇒ ∀ (x, y) ∈ X × Y, χI(x, y) ≤
∞∑
i=1

χIi(x, y)

⇐⇒ ∀ (x, y) ∈ X × Y, χA(x)χB(y) ≤
∞∑
i=1

χAi(x)χBi(y).

後の議論は (2) と同様である． ■
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第 10回（7/2）の演習問題

問題 10-1. (σ-加法族) X = {a, b, c, d}とする．このとき，X の部分集合族で σ-加法族となるも
のはいくつあるか．また，その中で部分集合族 {{a, b}, {a}}を含む最小の σ-加法族は何か．

問題 10-2. (数え上げ測度 1) N 上の「数え上げ測度 (counting measure)」をA ⊂ N が有限個集
合のときには µ(A) をその個数（濃度），有限個ではないときには µ(A) = ∞ として定める．こ
のとき，(N,N , µ) が測度空間となるように σ-加法族N をひとつ定めよ．

問題 10-3. (数え上げ測度 2) R 上の数え上げ測度をA ⊂ R が有限個集合のときには µ(A) をそ
の個数（濃度），有限個ではないときには µ(A) = ∞ として定める．このとき，(R,M, µ) が測度
空間となるように σ-加法族M をひとつ定めよ．

問題 10-4. X を集合とし，N ⊂ 2X とする．N を含む X 上の σ-加法族すべての共通部分を Ñ
と表すとき，これはまた σ-加法族 であることを示せ．

注意 ．この Ñ を，N によって生成される（最小の）σ-加法族という．

(X,M, µ), (Y,N , ν)を測度空間とする．また，A1, A2 ⊂ X，B1, B2 ⊂ Y に対し，R1 = A1×B1，
R2 = A2 ×B2 とおく．また，X × Y の可測長方形全体の集合を I で表し，I が生成する最小の
σ-加法族をM×N と表す．R1 が可測長方形であるとき，|R1| = µ(A1)ν(B1) と表す．

問題 10-5. R1 ∩R2，R1−R2，Rc
1，R1 ∪R2 は有限個の互いに素な長方形の和であることを示せ．

問題 10-6. (命題 10.2(3)の証明) I ∈ I，Ii ⊂ I (i = 1, 2, · · · ) が I ⊂
∪∞

i=1 In を満たすとき，

|I| ≤
∞∑
i=1

|In| であることを示せ．

問題 10-7. (直積測度) Prove or Disprove: Suppose that both (X,M, µ) and (Y,N , ν) are one-

dimensional Lebesgue measure space (R1,M1, µ1). Then M1 × M1 coincides with M2, the

family of two-dimensional Lebesgue measurable sets.
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直積測度 (2)
配布日 : 2019年 7月 2日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 7月 9日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日朝
10時 20分まで．）

レポート問題 11-1． λ∗ : 2X×Y → [0,∞] を E ⊂ X × Y に対し

λ∗(E) := inf
{In}

∞∑
n=1

|In|

とおく．ただし，{In} は E を被覆する（すなわち E ⊂
∪∞

n=1 In をみたす）可測長方形の族すべ
てをわたるものとする．
このとき，次が成り立つことを示せ．

(1) λ∗(∅) = 0.

(2) E1 ⊂ E2 のとき，λ∗(E1) ≤ λ∗(E2).

(3) E ⊂
∞∪
i=1

Ei のとき，λ∗(E) ≤
∞∑
i=1

λ∗(Ei).

(4) I ∈ I のとき，|I| = λ∗(I).

レポート問題 11-2 (次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の問いに答えよ．
以下の項目について，定義や条件を適宜補いつつ，３ページ以内にまとめよ．（次回はこれらに関
連した課題に取り組みます．）

(1) 直積測度とはなにか説明せよ．

(2) 直積空間における等測包とは何か説明せよ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（7/9）の講義ノート ●●●

直積外測度 λ∗ の性質，測度 λ の構成

以下，測度空間 (X,M, µ)，(Y,N , ν) から定まる可測長方形の全体を I，I = A×B ∈ I のと
き |I| = µ(A)ν(B) とする．また，任意の E ⊂ X × Y に対し，

λ∗(E) := inf
{In}

∞∑
n=1

|In|

（ただし，{In} は E ⊂
∪∞

n=1 In をみたす可測長方形の族すべてを渡る）と定め，本講義では便宜
的に X × Y 上の「直積外測度」と呼ぶことにする．
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命題 11.1 直積外測度 λ∗ : 2X×Y → [0,∞] について，次が成り立つ：

(1) λ∗(∅) = 0.

(2) E1 ⊂ E2 のとき，λ∗(E1) ≤ λ∗(E2).

(3) E ⊂
∞∪
i=1

Ei のとき，λ∗(E) ≤
∞∑
i=1

λ∗(Ei).

(4) I ∈ I のとき，|I| = λ∗(I).

証明はルベーグ外測度に関する同様の命題の証明とほとんど同じである．（レポート問題として出
題した．）

定義（可測集合と直積測度）．E0 ⊂ X×Y が可測（集合）であるとは，任意の E ⊂ X×Y
に対し

λ∗(E) = λ∗(E ∩ E0) + λ∗(E ∩ Ec
0)

が成り立つことをいう．X × Y の可測な部分集合全体からなる族を L ⊂ 2X×Y と表す．
また，λ∗ を L に制限した写像を λ := λ∗|L → [0,∞] と表す．

命題 11.2 次が成り立つ：

(1) L は I を含む σ-加法族．

(2) λ : L → [0,∞] は X × Y 上の測度．

すなわち，(X × Y, L, λ) は測度空間．

測度 λ を測度空間 (X, M, µ) および (Y, N , ν) が定める直積測度という1．

証明． １次元ルベーグ測度の場合とおなじである． ■

例（零集合は可測）．λ∗(E0) = 0のとき，E0を零集合 (null set)という．零集合は可測である．実際，
命題 ??(2)より任意の E ⊂ X×Y に対し，λ∗(E∩E0) ≤ λ∗(E0) = 0，λ∗(E∩Ec

0) ≤ λ∗(E)である
から λ∗(E∩E0)+λ

∗(E∩Ec
0) ≤ λ∗(E)．一方，命題 ??(3)より λ∗(E) ≤ λ∗(E∩E0)+λ

∗(E∩Ec
0).

等測包． E ∈ 2X×Y と E∗ ∈ L に対し，

E ⊂ E∗ かつ λ∗(E) = λ∗(E∗) (= λ(E∗))

が成り立つとき，E∗ は E の等測包 (measurable cover)であるという．等測包はつねに存在する
が，次の命題のように，特定の性質を満たすように構成することができる：

1µ⊗ ν と表すこともある．
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命題 11.3 (等測包) λ∗(E) <∞を満たす任意の E ∈ 2X×Y に対し，E の等測包 E∗ ∈ L
で，つぎの形のものが存在する．

(1) E∗ =

∞∩
n=1

En，En ∈ L (n = 1, 2, · · · ); かつ

(2) すべての n に対し，En =

∞∪
i=1

In(i)，In(i) ∈ I (i = 1, 2, · · · )

さらに，次の条件を満たすように取ることができる：すべての n に対し，

(3) En+1 ⊂ En，かつ

(4) In(i) ∈ I (i = 1, 2, · · · ) は互いに素．

証明． (1)(2)は次回のレポート問題，(3)(4)は演習問題にする予定．

直積測度の積分表示

測度の完備性． 測度空間 (X,M, µ) が（もしくは測度 µ が）完備であるとは，A が零集合であ
るとき，任意の A の部分集合 A′ がM の元となることをいう．とくに，このとき µ(A′) = 0 を
満たす．
ルベーグ測度や上で構成した直積測度など，命題 ??のような性質をもつ外測度を経由して構成

される測度空間は完備性をもつ．これは上の例（零集合は可測）と命題 ??(2)から明らかであろ
う．わざわざこのように定義をするのは，完備で「ない」測度空間が存在するからである．

可測関数と積分． 測度空間 (X,M, µ) に対し，関数 f : X → R が可測（関数）であるとは，任
意の実数 a に対し {f > a} ∈ M となることをいう．
可測関数 f に対し，1次元ルベーグ積分とまったく同様に（単関数を経由して）その積分

∫
X
f dµ

が定義できる．さらに，「単調収束定理」「ルベーグの優収束定理」などの定理がそのまま証明で
きる．

直積測度の積分表示． 以下，測度空間 (X,M, µ) および (Y,N , ν) は完備であると仮定する．（こ
れらの直積測度空間 (X × Y,L, λ) はその構成方法から完備である．）基本的には (X,M, µ) =

(Y,N , ν) = (R1,M1, µ1) の場合を念頭においておけばよい．
次の命題はフビニの定理の根幹にある定理だと言ってもよい：
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命題 11.4 E ∈ L，λ(E) <∞ とし，Ex := {y ∈ Y | (x, y) ∈ E} と定める．このときあ
る µ(X0) = 0 を満たすX0 ∈ M が存在し，次を満たす：

(1) すべての x ∈ X −X0 に対し，Ex ∈ N .

(2) x ∈ X −X0 に対し g(x) := ν(Ex) と定めると，g(x) は非負可測関数であり，∫
X
g(x) dµ =

∫
X
ν(Ex) dµ = λ(E).

（ただし x ∈ X0 のときは形式的に g(x) = 0 として考えればよい．）

証明． 次の（ア）～（オ）の 5段階に分けて証明する．
（ア）． E ∈ I のとき．A ∈ M，B ∈ N とし E = A × B と表されたとしよう．x ∈ A のとき Ex = B，
x /∈ A のとき Ex = ∅ であるから，いずれの場合も Ex ∈ N である．また，任意の x ∈ X に対し

g(x) := ν(Ex) = ν(B) · χA(x)

と表される．ν(B) は定数であり，A ∈ M （すなわちM-可測）であるから，g(x) は X 上の非負（M-）
可測な関数である．さらに，∫

X

ν(Ex) dµ =

∫
X

ν(B)χA(x) dµ = ν(B)

∫
X

χA(x) dµ = ν(B) · µ(A) = |A×B| = λ(E).

（イ）． ある互いに素な Ii ∈ I (i = 1, 2, · · · ) が存在し，E =

∞⊔
i=1

Ii と表されるとき．（ア）より，各 i に対

し (Ii)x ∈ N であり，gi(x) := ν
(
(Ii)x

)
とおくとこれは X 上の非負（M-）可測関数である．N が σ-加

法族であることから (E)x =

∞⊔
i=1

(Ii)x ∈ N であり，ν の可算加法性より

g(x) := ν(Ex) =

∞∑
i=1

ν
(
(Ii)x

)
=

∞∑
i=1

gi(x).
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非負可測関数の無限和は非負可測関数であるから，g(x) もX 上の非負（M-）可測関数である．さらに項
別積分可能（定理 9.1）であるから，∫

X

ν(Ex) dµ =

∫
X

∞∑
i=1

ν
(
(Ii)x

)
dµ =

∫
X

∞∑
i=1

gi(x) dµ =
∞∑
i=1

∫
X

gi(x) dµ =
∞∑
i=1

λ(Ii).

測度 λ の可算加法性より，最後の項は λ(E) に等しい．

（ウ）ある In(i) ∈ I (n, i = 1, 2, · · · ) が存在し，En =

∞∪
i=1

In(i) ∈ L (n = 1, 2, · · · )，E =

∞∩
n=1

En ∈ L と表

され，とくに λ(E1) <∞を満たすとき．命題 ??（の後半）より，すべての n = 1, 2, · · · に対しEn+1 ⊂ En

かつ In(i) ∈ I (i = 1, 2, · · · ) は互いに素であると仮定してよい．すなわち，En =

∞⊔
i=1

In(i)．（イ）より，各

n = 1, 2, · · · に対し (En)x =
⊔∞

i=1

(
In(i)

)
x
であり，gn(x) := ν

(
(En)x

)
とおくとこれは（M-）可測関数で

あり， ∫
X

gn(x) dµ =

∫
X

ν
(
(En)x

)
dµ = λ(En)

が成り立つ．とくに n = 1 のとき， ∫
X

g1(x) dµ = λ(E1) <∞

という仮定から，X0 := {g1 = ∞} ∈ M は零集合でなくてはならない．
x ∈ X −X0 のとき ν

(
(E1)x

)
= g1(x) <∞ であることに注意すると，En+1 ⊂ En (n = 1, 2, · · · ) より

0 ≤ · · · ≤ ν
(
(E3)x

)
≤ ν

(
(E2)x

)
≤ ν

(
(E1)x

)
<∞

が成り立つ．よって命題 4.4（単調性，これは Y 上の測度 ν に対しても成立することが確かめられる）より，

lim
n→∞

ν
(
(En)x

)
= ν

( ∞∩
n=1

(En)x

)
= ν(Ex).

これを関数 g, gn の言葉に置き換えると，x ∈ X −X0 のとき

0 ≤ · · · ≤ g3(x) ≤ g2(x) ≤ g1(x) <∞, lim
n→∞

gn(x) = g(x)

となる．gn は X 上の（M-)可測関数であるから，X −X0 上に制限しても（M-)可測関数であり，した
がって g は X −X0 上の（M-)可測関数である．さらに X0 は零集合であったから，（必要なら X0 での値
を適当に定めることで）g は X 上の（M-)可測関数となる．ルベーグの優収束定理（定理 8.3）を Φ = g1
として適用すれば， ∫

X

g(x) dµ = lim
n→∞

∫
X

gn(x) dµ = lim
n→∞

λ(En). (11.1)

すべての n = 1, 2, · · · に対し En+1 ⊂ En, E =

∞∩
n=1

En ∈ L，λ(E1) <∞ より，命題 4.4 （単調性，今度は

X × Y 上の測度 λ に対しても成立することが確かめられる） を適用して

lim
n→∞

λ(En) = λ

( ∞∩
n=1

En

)
= λ(E).

よって上の式 (??)と合わせて
∫
X

g(x) dµ = λ(E) を得る．

（エ）． λ(E) = 0 のとき．命題 ??(1)(2)(3)(4) を満たす E の等測包 E∗，En ∈ L (n = 1, 2, · · · )，
In(i) ∈ I (i, n = 1, 2, · · · ) が存在する．とくに，（測度の単調性 と λ(E∗) = 0 より）λ(E1) <∞ を満たすと
仮定してよい．E∗には（ウ）の議論が適用できるので，g∗(x) := ν

(
(E∗)x

)
，g∗n(x) := ν

(
(En)x

)
(n = 1, 2, · · · )

とおくと，X∗
0 := {g∗1 = ∞} は零集合であり，g∗ は X −X∗

0 で可測な非負関数となる．さらに，∫
X

g∗(x) dµ = λ(E∗) = λ(E) = 0
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が成り立つ．よって g∗(x) = ν
(
(E∗)x

)
は X 上ほとんどいたるところで 0 である．そこで

X∗
1 := {x ∈ X −X∗

0 | g∗(x) > 0}

とおくと，これも零集合であり，x ∈ X−X∗
0 ∪X∗

1 のとき ν
(
(E∗)x

)
= 0．ところで E ⊂ E∗ よりEx ⊂ (E∗)x

だが，測度空間 (Y,N , ν) の完備性より Ex も ν
(
Ex

)
= 0 を満たす．よって X0 := X∗

0 ∪X∗
1 とおくとき，

これは零集合であり，x ∈ X −X0 のとき

g(x) = ν
(
Ex

)
= 0.

よって µ-a.e. x について g(x) = 0 であり，∫
X

g(x) dµ = 0 = λ(E).

（オ）． 一般の場合．命題 ??(1)(2)(3)(4)を満たす E の等測包 E∗ =

∞∩
n=1

En で，λ(E1) < ∞ を満たすも

のが存在する．E′ := E∗ −E とおくと，λ(E′) = 0 である．よって（エ）より，ある µ(X ′
0) = 0 を満たす

X ′
0 ⊂ X が存在し，x ∈ X −X ′

0 のとき ν
(
(E′)x

)
= 0，とくに (E′)x ∈ N が成り立つ．

一方，等測包 E∗ について，（ウ）よりある µ(X∗
0 ) = 0 を満たす X∗

0 ⊂ X が存在し，x ∈ X −X∗
0 のと

き (E∗)x ∈ N であり， ∫
X

ν
(
(E∗)x

)
dµ = λ(E∗) = λ(E) (11.2)

が成り立つ．よって X0 := X ′
0∪X∗

0 とおくと，µ(X0) = 0かつ x ∈ X−X0 のときEx = (E∗)x−(E′)x ∈ N
であり，（測度の可算加法性より）ν

(
Ex

)
= ν

(
(E∗)x

)
− ν
(
(E′)x

)
= ν

(
(E∗)x

)
が成り立つ．よって式 (??)

より， ∫
X

ν
(
Ex

)
dµ =

∫
X

ν
(
(E∗)x

)
= λ(E). ■
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第 11回（7/9）の演習問題

演習問題（第 11回）

以下，測度空間 (X,M, µ)，(Y,N , ν) から定まる可測長方形の全体を I，I = A×B ∈ I のと
き |I| = µ(A)ν(B) とする．以下直積測度空間 (X × Y,L, λ) を考える．

問題 11-1. I ∈ I，Ii ∈ I (i = 1, 2, · · · , n) が I =

n∪
i=1

Ii を満たすとき，次を示せ．

各 I1, · · · , Inは互いに素 ⇐⇒ χI(x, y) =

n∑
i=1

χIi(x, y)

問題 11-2. I ∈ I，Ii ∈ I (n = 1, 2, · · · , ) が I ⊂
∞∪
i=1

Ii を満たすとき，次を示せ．

χI(x, y) ≤
∞∑
i=1

χIi(x, y)

問題 11-3. Prove or Disprove: If f : X → R is M-measurable and g : Y → R is N -measurable,

then h(x, y) = f(x) + g(y) is L-measurable.

問題 11-4. Prove or Disprove: If f : X → R is M-measurable and g : Y → R is L-measurable,

then h(x, y) = f(x)g(y) is L-measurable.

問題 11-5. 完備ではない測度空間 (X,M, µ) の例をあげよ．

問題 11-6. (等測包，命題 11.4の後半) E =

∞∩
n=1

En，En ∈ L (i = 1, 2, · · · ) であり，さらにすべ

ての n に対し，En =
∞∪
i=1

In(i)，In(i) ∈ I (i = 1, 2, · · · ) であると仮定する．n = 1, 2, · · · に対し

E′
n := E1 ∩ E2 ∩ · · · ∩ En とするとき，次が成り立つことを示せ．

(a) E′
n+1 ⊂ E′

n, E =
∩∞

n=1E
′
n．

(b) ある互いに素な I ′n(i) ∈ I (i = 1, 2, · · · ) が存在し，E′
n =

∞⊔
i=1

I ′n(i)
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フビニの定理 (1)
配布日 : 2019年 7月 9日 Version : 1.1

レポート問題

締め切りは 7月 16日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題 12-1（等測包）． λ∗(E) <∞ を満たす任意の E ∈ 2X×Y に対し，

E ⊂ E∗ かつ λ∗(E) = λ(E∗)

を満たす E∗ ∈ L で，つぎの形のものが存在することを示せ．

(1) E∗ =

∞∩
n=1

En，En ∈ L (n = 1, 2, · · · ); かつ

(2) すべての n に対し，En =

∞∪
i=1

In(i)，In(i) ∈ I (i = 1, 2, · · · )

（Hint. 外測度の定義に基づき，すべての n に対し，λ∗(E) ≤ λ(En) ≤ λ∗(E）+ 1/n を満たす
En =

∪∞
i=1 In(i) が存在することを確認．)

レポート問題 12-2 (次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の問いに答えよ．
以下の項目について，定義や条件を適宜補いつつ，３ページ以内にまとめよ．（次回はこれらに関
連した課題に取り組みます．）

(1) フビニの定理の主張を述べよ．

(2) フビニの定理の適用例をひとつ挙げよ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（7/16）の講義ノート ●●●

フビニの定理

可測性と可積分性，零集合．関数 f : X → R がM-可測もしくは単に可測であるとは，任意の実
数 a に対し {f > a} ∈ M となることをいう．また，関数 f : X → R が µ-可積分もしくは単に可

積分であるとは，M-可測関数であり，
∫
X
|f | dµ <∞ となることをいう．（これは

∫
X
f+ dµ <∞

かつ
∫
X
f− dµ <∞ と同値．）

A ⊂ X が µ-零集合もしくは単に零集合であるとは，A ∈ M かつ µ(A) = 0 が成り立つことを
いう．測度空間 (X,M, µ) において，ある命題 P (x) が µ-零集合 X0 を除いた x ∈ X −X0 にお
いて真であるとき，「µ -a.e. x ∈ X に対し P (x) が成り立つ」，もしくは単に「ほとんどすべての
x ∈ X に対し P (x) が成り立つ」，という．

完備性（再）． (X,M, µ) を測度空間とする．これが完備であるとは，A ∈ M かつ µ(A) = 0 で
あるとき，任意の B ⊂ A に対し B ∈ M （よって µ(B) = 0）が成り立つことをいう．標語的に
いえば，「µ-零集合の部分集合はすべてM-可測，とくに µ-零集合」．
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例（完備でない測度空間）． 自明な例だが，2つ以上の元をもつ集合 X に対し M = {∅, X}，
µ(∅) = 0, µ(X) = 0 とおくとき，(X,M, µ) は測度空間にはなるが完備ではない．

フビニ (Fubini)の定理． (X,M, µ)，(Y,N , ν) をともに完備な測度空間とし，(X × Y,L, λ) を
その直積測度空間とする．X × Y 上の λ-可積分関数に対し，次が成り立つ．

定理 12.1 (フビニの定理) 関数 f : X × Y → R が λ -可積分のとき，以下が成り立つ．

(1) µ -a.e. x ∈ X に対し Y 上の関数 y 7→ f(x, y) は ν -可積分であり，X 上の関数

x 7→
∫
Y
f(x, y) dν は µ -可積分．

(2) ν -a.e. y ∈ Y に対し X 上の関数 x 7→ f(x, y) は µ -可積分であり，Y 上の関数

y 7→
∫
X
f(x, y) dµ は ν -可積分．

(3)

∫
X×Y

f(x, y) dλ =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν.

フビニ・トネリ（Tonelli）の定理．測度空間 (X,M, µ) が σ-有限 (σ-finite)であるとは，ある可

測集合の列 Xn ∈ M (n = 1, 2, · · · ) が存在し，
∞∪
n=1

Xn = X かつ µ(Xn) <∞ (n = 1, 2, · · · ) を満

たすことをいう．
以下，(X,M, µ)，(Y,N , ν) をともに完備かつ σ-有限な測度空間とし，(X ×Y,L, λ) をその直

積測度空間とする．X × Y 上の非負 λ-可測関数に対し，次の２つの定理が成り立つ：

定理 12.2 (トネリの定理) 非負 λ -可測関数 f : X × Y → [0,∞] に対し，定理 12.1の
(1)(2)(3) において「µ -可積分」を「M-可測」に，「ν -可積分」を「N -可測」に置き換え
たものが成り立つ．ただし，(3) の等式∫

X×Y
f(x, y) dλ =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν (12.1)

は ∞ = ∞ = ∞ を許す．

定理 12.3 (フビニ・トネリの定理) 非負 λ -可測関数 f : X × Y → [0,∞] に対し，3つ
の積分 ∫

X×Y
f(x, y) dλ,

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ,

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν

のいずれか 1つが有限の値（すなわち，∞ ではない）をとるならば，f は λ-可積分であ
り，式 (12.1)が成り立つ．
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第 12回（7/16）の演習問題

完備な測度空間 (X,M, µ)，(Y,N , ν) から定まる直積測度空間 (X × Y,L, λ) を考える．

問題 12-1. f が非負 λ -可積分関数のときフビニの定理が成り立つならば，一般の λ -可積分関数
についてもフビニの定理が成り立つことを示せ．

問題 12-2. X × Y 上の非負可測関数列 fn (n = 1, 2, · · · ) は λ-可積分であり，fn ≤ fn+1 (n =

1, 2, · · · ) かつ極限 f = lim
n→∞

fn をもつとする．このとき，f に対してフビニの定理の (3)が成り

立つことを示せ．

問題 12-3. X = Y = [0, 1] ⊂ R，M = N = {A ∩ [0, 1] | A ∈ M1} （ただしM1 はルベーグ可測
集合全体），µ = ν は 1次元ルベーグ測度を [0, 1] に制限したものとする．いま，(x, y) = (0, 0)

のとき f(x, y) := 0，それ以外のとき

f(x, y) :=
x2 − y2

(x2 + y2)2

とおく．（このとき，
∂

∂y

(
y

x2 + y2

)
= f(x, y) が成り立つ）．

(1) ほとんどすべての x ∈ X に対して，Y 上の関数 y 7→ f(x, y) は Y = [0, 1] 上リーマン可積
分であることを示せ．

(2)

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ ̸=

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν を示せ．

問題 12-4. 上の例でフビニの定理が成り立たない理由を述べよ．

問題 12-5. h : X × Y → (0,∞) を正値 λ -可積分関数とし，M-可測関数 f : X → (0,∞) とN -

可測関数 g : Y → (0,∞) を用いて，

h(x, y) := f(x) g(y)

と表されるものとする．このとき，f と g はそれぞれ µ -可積分，ν -可積分であり，∫
X×Y

h(x, y) dλ =

(∫
X
f(x) dµ

)(∫
Y
g(y) dν

)
が成り立つことを示せ．
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フビニの定理 (2)
配布日 : 2019年 7月 16日 Version : 1.1

レポート問題（最終回）

締め切りは 7月 23日の講義開始前とします．（研究室（H210)メールボックスへの提出は当日
朝 10時 20分まで．）

レポート問題 13-1（フビニの定理）． X = Y = [−1, 1] ⊂ R，M = N = {A ∩ [−1, 1] | A ∈ M1}
（ただしM1 はルベーグ可測集合全体），µ = ν は 1次元ルベーグ測度を [−1, 1] に制限したもの
とする．いま，(x, y) = (0, 0) のとき f(x, y) := 0，それ以外のとき

f(x, y) :=
xy

(x2 + y2)2

とおく．

(1)

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ = 0 =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν を示せ．

(2) フビニの定理（定理 12.1）の (3)は成立するか？

レポート問題 13-2 (次回の予習)． 次回の講義ノートの内容をよく読んで，以下の問いに答えよ．
以下の項目について，定義や条件を適宜補いつつ，３ページ以内にまとめよ．（次回はこれらに関
連した課題に取り組みます．）

(1) σ-有限な測度空間の定義を述べよ．また，σ有限な測度空間の例，そうでない例を述べよ．

(2) トネリの定理，フビニ・トネリの定理の適用例をそれぞれ述べよ．

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（7/23）の講義ノート ●●●

フビニの定理

(X,M, µ)，(Y,N , ν) をともに完備な測度空間とし，(X × Y,L, λ) をその直積測度空間とする．
X × Y 上の λ-可積分関数に対し，次が成り立つ．

定理 12.1（フビニの定理，再）関数 f : X × Y → R が λ -可積分のとき，以下が成り
立つ．

(1) µ -a.e. x ∈ X に対し Y 上の関数 y 7→ f(x, y) は ν -可積分であり，X 上の関数
x 7→

∫
Y
f(x, y) dν は µ -可積分．

(2) ν -a.e. y ∈ Y に対し X 上の関数 x 7→ f(x, y) は µ -可積分であり，Y 上の関数
y 7→

∫
X
f(x, y) dµ は ν -可積分．

(3)

∫
X×Y

f(x, y) dλ =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν.
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注意． (1) を正確に，冗長になることを恐れずに述べるならば，「ある µ(X0) = 0 を満たす集合 X0 ∈ M
が存在し，x ∈ X −X0 に対し Y 上の関数 y 7→ f(x, y) は ν -可積分である．すなわち，X −X0 上の関数
x 7→ g(x) :=

∫
Y

f(x, y) dν ∈ R が定まる．さらに，g(x) は X −X0 上 µ-可積分である．すなわち，

∫
X−X0

|g(x)| dµ :=

∫
X

|g(x)|χ(X−X0)(x) dµ <∞.

一方，x ∈ X0 に対して実数 g(x) の値を自由に割りあてることにすれば（たとえば X0 上 g(x) = 0 として
しまう），X0 は零集合なので∫

X

|g(x)| dµ =

∫
X−X0

|g(x)| dµ+

∫
X0

|g(x)| dµ =

∫
X−X0

|g(x)| dµ+ 0 <∞.

すなわち，g(x) は（µ-零集合 X0 での値の選び方によらず）X 上可積分である．
証明． f = f+ − f− （ただし f+, f− ≥ 0 は可積分）と分割できることから，積分の線形性より，f ≥ 0
の場合を証明すれば十分である．
Step 1：f が有限測度集合の特性関数の場合． ある λ(E) <∞ を満たす E ∈ L が存在し f = χE と表さ
れる場合を考える．x ∈ X に対し

Ex := {y ∈ Y | (x, y) ∈ E}

とおき，
X1 := {x ∈ X | Ex /∈ N}

とすれば，命題 11.4より µ(X1) = 0 である．とくに，任意の x ∈ X − X1 に対し Ex ∈ N であるから
X −X1 上の関数

g(x) :=

∫
Y

f(x, y) dν =

∫
Y

χEx
(y) dν = ν(Ex) (13.1)

は非負可測関数である．さらに命題 11.4より，x ∈ X1 に対し g(x) として任意に実数を割りあてるとき，∫
X

g(x) dµ = λ(E) <∞ (13.2)

が成り立つ．この式から，
X2 := {x ∈ X −X1 | g(x) = ∞}

とおくとき，µ(X2) = 0 となることがわかる．X0 := X1 ∪X2 とおけば，µ(X0) = 0 であり，x ∈ X −X0

に対し g(x) <∞ より y 7→ f(x, y) は ν-可積分，式 (13.2)より∫
X

(∫
Y

f(x, y) dν

)
dµ = λ(E) =

∫
X×Y

f(x, y) dλ

を得る．よって (1) と，(3) の左側の等式が得られた．(2) と (3) の右側の等式も全く同様にして得られる．
以上で，f が有限測度集合の特性関数の場合にフビニの定理が成り立つことがわかった．
Step 2：f が可積分な単関数の場合． f は単関数であり，とくにある互いに素な E1, · · · , EN ∈ L で
λ(Ei) <∞ (i = 1, 2, · · · , N) を満たすものが存在し，f = a1χE1

+ · · ·+ aNχEN
（ただし a1, · · · , aN > 0，

重複があってもよい）と表されるものとする．このときフビニの定理が成り立つことを示そう．
まず，各 i = 1, 2, · · · , N に対し，特性関数 χEi に Step 1 の議論が適用できる．Step 1 における X0 に

あたる集合を X0(i) と置くと，
X0 := X0(1) ∪ · · · ∪X0(N) ⊂ X

は µ(X0) = 0 を満たし，x ∈ X −X0 のとき y 7→ f(x, y) = a1χE1(x, y) + · · ·+ aNχEN
(x, y) は Y 上可積

分である．すなわち，x ∈ X −X0 のとき

g(x) :=

∫
Y

f(x, y) dν = a1

∫
Y

χE1(x, y) dν + · · ·+ aN

∫
Y

χEN
(x, y) dν <∞.
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さらに Step 1 より，X0 上での g(x) の値を自由に決めてあげれば，∫
X

(∫
Y

f(x, y) dν

)
dµ =

N∑
i=1

ai

∫
X

(∫
Y

χEi
(x, y) dν

)
dµ =

N∑
i=1

ai

∫
X×Y

χEi
(x, y) dλ =

∫
X×Y

f(x, y) dλ.

よって (1) と，(3) の左側の等式が得られた．(2) と (3) の右側の等式も全く同様にして得られる．以上で
f ≥ 0 が可積分な単関数の場合にフビニの定理が確かめられた．
Step 3: f が一般の非負可積分関数の場合． f を Step 2 を満たす単関数で近似し，単調収束定理を繰り
返し適用する．
まず，たとえば補題 7.2 や定理 8.1（単調収束定理）のときのように，f ≥ 0 に対し非負単関数 sn :

X × Y → [0,∞) (n = 1, 2, · · · ) で

0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f, lim
n→∞

sn = f

を満たすものが存在する．このとき，単調収束定理より∫
X×Y

f(x, y) dλ = lim
n→∞

∫
X×Y

sn(x, y) dλ. (13.3)

が成り立つ．
f の可積分性と優収束定理より，sn は可積分である．とくに，Step 2 のような可積分な単関数だとわか

る．実際，sn = a1χE1
+ · · · + aNχEN

（各 Ei は互いに素，ai > 0）と表すことができるが，もしある i

について λ(Ei) = ∞ であれば
∫
X×Y

sn(x, y) dλ ≥ aiλ(Ei) = ∞ となり，可積分性に反する．

各 sn (n = 1, 2, · · · ) に対して Step 2 の議論を適用しよう．Step 2 の X0 にあたる集合を X0(n) とおく
と，x ∈ X −X0(n) に対し

gn(x) :=

∫
Y

sn(x, y) dν <∞

であり，さらに gn(x) の X0(n) での値を適当に割りあてることで∫
X

gn(x) dµ =

∫
X

(∫
Y

sn(x, y) dν

)
dµ =

∫
X×Y

sn(x, y) dλ.

いま
X1 := X0(1) ∪X0(2) ∪ · · ·

とおくと，X1 ∈ M かつ µ(X1) = 0 である．x ∈ X −X1 のとき，単調収束定理（定理 8.1）より

g(x) :=

∫
Y

f(x, y) dν = lim
n→∞

∫
Y

sn(x, y) dν = lim
n→∞

gn(x).

gn ≤ gn+1，g(x) = lim
n→∞

gn(x) よりふたたび単調収束定理（定理 8.1）が使えて，（g(x) の X1 での値を適
当に定めれば）∫

X

g(x) dµ = lim
n→∞

∫
X

gn(x) dµ = lim
n→∞

∫
X

(∫
Y

sn(x, y) dν

)
dµ = lim

n→∞

∫
X×Y

sn(x, y) dλ.

よって 式 (13.3)と合わせて ∫
X

(∫
Y

f(x, y) dν

)
dµ =

∫
X×Y

f(x, y) dλ.

が示された．また，
∫
X

g(x) dµ =

∫
X×Y

f(x, y) dλ <∞ より X2 := {g = ∞} は µ(X2) = 0 を満たす．よっ

て X0 := X1 ∪X2 とおくと，µ(X0) = 0 かつ x ∈ X −X0 のとき

g(x) =

∫
Y

f(x, y) dν <∞.

URL: http://www.math.titech.ac.jp/˜kawahira/courses/19S-real.html Email: kawahira@math.titech.ac.jp



実解析第一/第二（2019年1Q/2Q） プリント 13-4

　担当教員：川平 友規　研究室：本館 H210 東京工業大学 理学院（数学系）

すなわち，g(x) は µ-a.e. で ν 可積分である．よって (1) と，(3) の左側の等式が得られた．(2) と (3) の
右側の等式も全く同様にして得られる．以上でフビニの定理が示された． ■

σ有限性とトネリの定理． 非負可測関数に対するフビニの定理のバリエーション1を紹介する．
測度空間 (X,M, µ) が σ-有限 (σ-finite)であるとは，ある可測集合の列 Xn ∈ M (n = 1, 2, · · · )

が存在し，
∞∪
n=1

Xn = X かつ µ(Xn) <∞ (n = 1, 2, · · · ) を満たすことをいう．

例．測度空間 (X,M, µ)，(Y,N , ν) がともに σ-有限であるとき，その直積測度空間 (X ×Y,L, λ)
も σ-有限である．実際，各 n ∈ N に対し

Xn ∈ M, Xn ⊂ Xn+1, µ(Xn) <∞,
∞∪
n=1

Xn = X

Yn ∈ N , Yn ⊂ Yn+1, ν(Yn) <∞,
∞∪
n=1

Yn = Y

であれば，En := Xn × Yn も測度 λ について同様の性質を満たす．
以下，(X,M, µ)，(Y,N , ν) をともに完備かつ σ-有限な測度空間とし，(X × Y,L, λ) をその直

積測度空間とする．X × Y 上の非負 λ-可測関数に対し，次の２つの定理が成り立つ：

定理 13.1 (トネリの定理，再) 非負 λ -可測関数 f : X × Y → [0,∞] に対し，以下が成
り立つ．

(1) µ -a.e. x ∈ X に対し Y 上の関数 y 7→ f(x, y) は N -可測であり，X 上の関数
x 7→

∫
Y
f(x, y) dν はM-可測．

(2) ν -a.e. y ∈ Y に対し X 上の関数 x 7→ f(x, y) は M-可測であり，Y 上の関数
y 7→

∫
X
f(x, y) dµ は N -可測．

(3)

∫
X×Y

f(x, y) dλ =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν.

ただし，(3) の等式は∞ = ∞ = ∞ を許す．

証明． フビニの定理の Step 3 の議論を改変して証明する．
f ≥ 0 は可測関数であるから，非負単関数 sn : X × Y → [0,∞) (n = 1, 2, · · · ) で

0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f, lim
n→∞

sn = f

を満たすものが存在する．
いま，(X × Y,L, λ) の σ-有限性より，

X × Y =

∞∪
n=1

En, En ⊂ En+1, λ(En) <∞ (n = 1, 2, · · · )

を満たす E1, E2, · · · ∈ L が存在する．tn := snχEn
(n = 1, 2, · · · ) とおくと，

tn = snχEn
≤ snχEn+1

≤ sn+1χEn+1
= tn+1

1以下で述べる「トネリの定理」「フビニ・トネリの定理」はいずれも単に「フビニの定理」と呼ばれることあがある．
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より {tn}n は単調な関数列であり，任意の (x, y) ∈ X × Y に対し x ∈ En となる n をとれば，m ≥ n の
とき tm(x, y) = sm(x, y) → f(x, y) (m→ ∞) となることから， lim

n→∞
tn = f がいえる．よって単調収束定

理より ∫
X×Y

f(x, y) dλ = lim
n→∞

∫
X×Y

tn(x, y) dλ. (13.4)

となる（これは ∞ = ∞ も許す）．
ここで，各 tn (n = 1, 2, · · · ) はフビニの定理の証明の Step 2のような，可積分な単関数であることを

示そう．実際，sn = a1χA1
+ · · · + aNχAN

（ただし ai > 0，A1, · · · , AN ∈ L は互いに素）と表される
とき，χ(Ai ∩ En) = χ(Ai)χ(En) より，tn = snχEn

= a1χA1∩En
+ · · · + aNχAN∩En

は単関数．さらに
λ(Ai ∩ En) ≤ λ(En) <∞ であるから，Step 2 の条件を満たす．
よって，あとはフビニの定理の Step 3 と同様の議論ができる． ■
トネリの定理より，（同じく σ-有限性の仮定のもとで）次が成り立つ：

定理 13.2 (フビニ・トネリの定理，再) 非負 λ -可測関数 f : X × Y → [0,∞] に対し，
3つの積分∫

X×Y
f(x, y) dλ,

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ,

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν

のいずれか 1つが有限の値（すなわち，∞ ではない）をとるならば，f は λ-可積分で
あり， ∫

X×Y
f(x, y) dλ =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ

)
dν

が成り立つ．
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第 13回（7/23）の演習問題

問題 13-1. 1次元ルベーグ測度空間 (R,M1, µ1) は σ-有限であることを示せ．また，σ-有限でな
いような測度空間 (R,M, µ) の例を構成せよ．

以下，(X,M, µ)，(Y,N , ν) をともに完備かつ σ-有限な測度空間とし，(X × Y,L, λ) をその直
積測度空間とする．
問題13-2.定理 13.2（フビニ・トネリの定理）を

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν

)
dµ <∞のときに示せ．（Hint.

与えられた f に単調に収束する単関数列をとり，それぞれの単関数にトネリの定理を適用し，極限をとる．

問題 13-3. µ-可積分関数 f : X → R と ν-可積分関数 g : Y → R を用いて，h : X × Y → R を

h(x, y) := f(x) g(y)

と定義するとき，これは λ -可積分であり，∫
X×Y

h(x, y) dλ =

(∫
X
f(x) dµ

)(∫
Y
g(y) dν

)
が成り立つことを示せ．（Hint. h の可測性を示し，トネリの定理を |h| に適用する．）

問題 13-4. X = Y = N, M = N = 2N とし，µ = ν を「数え上げ測度」とする．すなわち，
µ(A) := [A の元の個数（濃度）] ∈ N ∪ {∞} とする．このとき，直積測度空間 (X × Y,L, λ) に
対しトネリの定理を適用することで，非負二重数列 a(m,n) = am,n (m,n = 1, 2, · · · ) が

∞∑
m,n=1

am,n =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

am,n =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

am,n

を満たすことを示せ．

問題 13-5. 0 ≤ a < b，0 < α < 1 のとき，∫
(0,∞)

e−ax − e−bx

xα+1
dµ =

Γ(1− α)

α
(bα − aα)

を示せ．(Hint. (x, y) 7→ e−xyx−αにフビニ-トネリを適用する．また，y > 0のとき
∫ ∞

0
e−xyx−α dx =

Γ(1− α)yα−1 であることを用いてもよい．）

問題 13-6. 上の結果を用いて，0 < a < b のとき，∫
(0,∞)

e−ax − e−bx

x
dµ = log

b

a

を示せ．
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ラドン・ニコディムの定理
配布日 : 2019年 7月 23日 Version : 1.1

レポート問題

ボーナス問題（+1 point）． このプリントに誤植・計算ミス・論理的な間違い・分かりづらい点
があればメールでご指摘ください．

●●● 次回（7/31）の講義ノート ●●●

以下，証明は省略して概説のみ．
加法的集合関数（符合つき測度）

測度の定義を思い出しておこう．集合 X とその上の σ 加法族 M が与えられているとき，写
像 µ : M → [0,∞] が測度であるとは，

(M1) µ(∅) = 0.

(M2) A1, A2, · · · ∈ M が互いに素であるとき，

µ

( ∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An)

が成り立つことをいうのであった．この概念を一般化しよう．
ν : M → [−∞,∞) = R ∪ {−∞} もしくは ν : M → (−∞,∞] = R ∪ {∞} が加法的集合関数

(additive set function) もしくは符合つき測度 (signed measure) であるとは，

(A1) ν(∅) = 0.

(A2) A1, A2, · · · ∈ M が互いに素であるとき，

ν

( ∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

ν(An)

を満たすことをいう．測度は非負加法的集合関数である．

注意．
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ν(An)

∣∣∣∣∣ < ∞ であれば，
∞∑
n=1

|ν(An)| < ∞ （すなわち，級数として絶対収束）するこ

とがわかる（→演習問題）．

例 (X,M, µ) を測度空間とし，f : X → [−∞, ∞] を µ-可積分関数とする．このとき，A ∈ M に
対し

ν(A) :=

∫
A
f dµ =

∫
X
fχA dµ

とおくとき，これは加法的集合関数を定める．
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ハーン分解とジョルダン分解

いま (X,M)を可測空間（すなわち，集合 X とその上の σ 加法族Mのペア）とし，ν : M → R
を（実数値であり，±∞ に値をとらない）加法的集合関数とする．

定義．A ⊂ X が ν の正集合 (positive set) であるとは任意の B ⊂ A を満たす B ∈ M
に対し，ν(B) ≥ 0 となることをいう．同様に A ⊂ X が ν の負集合 (negative set) であ
るとは任意の B ⊂ A を満たす B ∈ M に対し，ν(B) ≤ 0 となることをいう．

例． ∅ は正集合かつ負集合である．

定理 14.1 (ハーン分解) 正集合 A と負集合 B のペアで，X = A ⊔ B を満たすものが
存在する．

X = A ⊔B と表すとき，これを ν に関するハーン分解 (Hahn decomposition)という．
このとき，空集合のように ν(C) = 0 となる集合があるとき，(A∪C)⊔ (B −C) もハーン分解

を与える．その意味で，ハーン分解は一般に一意的とは言えない．しかし，次が成り立つ：

定理 14.2 (ハーン分解の性質) ν に関するふたつのハーン分解 X = A ⊔ B = A′ ⊔ B′

（ただし A，A′ が正集合，B,B′ が負集合とする）が存在するとき，任意の E ∈ M に
対し，

ν(E ∩A) = ν(E ∩A′) かつ ν(E ∩B) = ν(E ∩B′).

証明． E ∩ (A− A′) ⊂ A より ν(E ∩ (A− A′)) ≥ 0．一方，E ∩ (A− A′) = E ∩ A ∩ (A′)c ⊂ (A′)c = B′

でもあるから，ν(E ∩ (A−A′)) ≤ 0．よって ν(E ∩ (A−A′)) = 0．

ν(E ∩ (A ∪A′)) = ν
(
E ∩ ((A−A′) ⊔A′)

)
= ν(E ∩ (A−A′)) + ν(E ∩A′)) = ν(E ∩A′).

以上の議論で A と A′ を入れ替えれば，ν(E ∩ (A ∪A′)) = ν(E ∩A) を得るから，ν(E ∩A) = ν(E ∩A′).

B についても同様である． ■

ジョルダン分解の構成． いま，加法的集合関数 ν : M → R に対しハーン分解 X = A ⊔ B が少
なくともひとつ定まるから，E ∈ M に対し

ν+(E) := ν(E ∩A), ν−(E) := −ν(E ∩B)

と定める．ν+, ν− : M → [0,∞) は非負加法的集合関数，すなわち測度であることがわかる（各自
確認せよ）．さらに，ハーン分解の性質（定理 14.2）より，これらの測度はハーン分解 X = A⊔B
の取り方によらない．
よって，次の定理を得る：

定理 14.3 (ジョルダン分解) 加法的集合関数 ν : M → R に対しふたつの測度 ν+, ν− :

M → [0,∞) が存在し，
ν = ν+ − ν−

と表される．すなわち，任意の E ∈ M に対し，ν(E) = ν+(E)− ν−(E).

ν = ν+ − ν− となる測度 ν+, ν− : M → [0,∞) のペア（もしくは，それによる ν = ν+ − ν− と
いう表示）を ν のジョルダン分解 (Jordan decomposition)という．
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σ-有限性． 与えられた加法的集合関数 ν : M → R に対し，ジョルダン分解 ν = ν+ − ν− を用
いて

|ν| := ν+ + ν−

と定義する．これはM 上の測度であり，ν の 全変動 (total variation)という．ν が測度であると
きは，|ν| = ν である．
加法的集合関数 ν : M → R が有限であるとは，ν(X) < ∞ を満たすことをいう．また，

ν : M → R が σ-有限 であるとは，測度空間 (X,M, |ν|) が σ-有限となることをいう．

絶対連続性とラドン・ニコディムの定理

絶対連続性． 加法的集合関数 µ, ν : M → R が与えられているとき，ν が µ に対し絶対連続
(absolutely continuous) であるとは，任意の A ∈ M に対し，|µ|(A) = 0 であれば |ν|(A) = 0 が
成り立つことをいい，これを ν ≪ µ もしくは µ≫ ν と表す．

例． 測度空間 (X,M, µ) 上の µ-可積分関数 f : X → R に対し，加法的集合関数 νf : M → R を

νf (A) :=

∫
A
f dµ (A ∈ M)

と定めるとき，νf ≪ µ が成り立つ．

一般には，σ-有限性のもとで次が成り立つ：

定理 14.4 (ラドン・ニコディム (Radon-Nikodym)の定理) σ-有 限 な 測 度 空 間
(X,M, µ) 上の加法的集合関数 ν : M → R に対し，ν ≪ µ が成り立つならば，ある
M-可測関数 f : X → R が存在し，任意の A ∈ M に対し

ν(A) =

∫
A
f dµ

が成り立つ．この f は，µ-零集合での値の違いを除いて一意的に定まる．

このような（µ-a.e. で定まる）関数 f をラドン・ニコディム導関数 (Radon-Nikodym derivative)

といい，f =
dν

dµ
と表す．

特異性とルベーグ分解．加法的集合関数 µ, ν : M → R が与えられているとき，ν が µ に対し特
異 (singular) であるとは，ある A ∈ M が存在し，|µ|(A) = 0 かつ |ν|(Ac) = 0 が成り立つこと
をいい，これを ν ⊥ µ もしくは µ ⊥ ν と表す．

例． 加法的集合関数 ν : M → R の Jordan分解 ν = ν+ − ν− は ν+ ⊥ ν− を満たす．実際，
X = A ⊔ B = A ⊔ Ac を ν に関するハーン分解で A が正集合であるとき，ν+(Ac) = 0 かつ
ν−(A) = 0 が成り立つ．

定理 14.5 (ルベーグ分解) σ-有限な測度空間 (X,M, µ)上の加法的集合関数 ν : M → R
に対し，以下を 2条件を満たす加法的集合関数 ν1, ν2 : M → R の組が一意的に定まる：

(1) ν1 ≪ µ かつ ν2 ⊥ µ.

(2) ν = ν1 + ν2.
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第 14回（7/30）の演習問題

以下，(X,M) を可測空間（集合 X と σ-加法族M のペア）とする．また，ν : M → [−∞,∞)

または ν : M → (−∞,∞] を加法的集合関数とする．
問題 14-1. A,B ∈ M が B ⊂ A, |ν(A)| < ∞ を満たすならば，|ν(B)| < ∞ を示せ．（Hint：
ν(A) = ν(B) + ν(A−B) を用いる．）

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

命題．A1, A2 · · · ∈ M が互いに素であり，
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ν(An)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ν
( ∞∪

n=1

An

)∣∣∣∣∣ < ∞ であると

き，級数
∞∑
n=1

ν(An) は絶対収束する．

問題14-2.命題の仮定のもと，ν(An) ≥ 0のとき A+
n = An, A

−
n = ∅，ν(An) < 0のとき A−

n = An,

A+
n = ∅ と定める．このとき，

∞∑
n=1

ν(A+
n ) = ν

( ∞∪
n=1

A+
n

)
かつ

∞∑
n=1

ν(A−
n ) = ν

( ∞∪
n=1

A−
n

)

を示せ．また，いずれか一方は収束することを示せ．

問題 14-3. 命題の仮定のもと，以下を示せ．

(1)

∞∑
n=1

ν(A+
n ) と

∞∑
n=1

ν(A−
n ) のいずれか一方が収束すれば，もう一方も収束する．（結果的にこ

れらは同時に収束することがわかる．）

(2)
∞∑
n=1

|ν(An)| は収束する．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

問題 14-4. µ, ν : M → R が σ-有限であるとき，λ = µ+ ν : M → R も σ-有限であることを示せ．

問題14-5. ν の正集合からなる列 A1, A2, · · · ∈ Mに対し，A :=
∞∪
n=1

An も正集合であり，ν(An) ≤

ν(A) となることを示せ.

問題 14-6. µ を (X, M) 上の測度とする．ν ≪ µ かつ ν ⊥ µ であれば，すべての E ∈ M に対
し ν(E) = 0 であることを示せ．

以下， (X, M, µ) を σ-有限な測度空間とする．

問題 14-7. ラドン・ニコディムの定理において f が µ-零集合での値の差を除いて一意であること
を示せ．

問題 14-8. ルベーグ分解 ν = ν1 + ν2，ν1 ≪ µ, ν2 ⊥ µ の一意性を示せ．
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